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Solucion matricial de reticulos hiperestaticos
•

1.-Introducci6n

1.0. La linearidad de 10 problema comune al calculo e tructural (y, en gene­
ral, como prirnera aproximacion de un gran nurnero de cue tione de la Inge­
nieria cuya solucion es te6ricamente compleja) hace pensar en la ventaja que
podrian obtenerse con la aplicacion del algebra y el anali i lineales -e pacios
vecroriales n-dimensionales y u operaclor lineal: la lnatriz- al planteamien­
to y olucion de esos problemas.

Desde el punto de vi ta practi 0, no e nece ario hacer un de arrollo rigu­
ro 0 de tale teorias (aunque si, re ulta convenience para la mejor compren i6n
del comportarniento ela tico-e tructural) pues el manejo num 'rico y la ope­
ratoria entre vectores y Ina trices puede concretar e a un nurnero rna 0 rnenos

reducido de reglas sencillas.
En este trabajo se e pondra un procedimiento Ina tricial para 1:1, determina­

cion de las solici cacione en las barras de los reticulo y de la variacion de tales
solicitaciones cuando las cargas exteriore ,1a reaccione, longitude y numero
ele barras (grado de hipere taticidad), de la estrucrura prirniti arnente re uelta,
ufren modi fica ione .

(Una complerneruacion explicativa de 10 de arrollo que e electuan e ane­

xa en eJ apend ice, a continuacion del texto; la demo traci6n de la relacione
matematicas em pleadas puede encontrarse en la referencia que al final e de­

rallan).

1.1 a) El vector

Un vector en clos d imen iones es un el emento Iorrnado nor 'Z e calare (nu­
meres rea les, para este estudio) caela uno de 10 uale e la proye ion del
ve tor en los clos ejes coordenado corre pondiente (no coincidentes): en tre

dimensiones, es el Iorrnado pOl' 3 e calares -proye ioues obre 10 tre ejes:
generalizanclo, un vector de n dirnen ione e un elemento Iorrnado pOl' n e c la­

res. Este elernento e denotara por una letra mimi cula a, b, " er .; nu­

mericamnte. C0l110 llna columna encerrada entre 1 arcnre i cuadrado: a i, un

vector en 4 dim ensiones es, par ejernplo:

a �r -� ].__ 0



\

336 A nale del 1nsti to de 1ngenieios de Chile

Por razones de brevedad �n la notaci6n se usa el rengl6n encerrado entre

parcnte i de orchete C*) en lugar de la olumna:

a = s -2 o

b) La matriz.

Una marriz (matr iz uadrada) de orden n es un conjunto de n2 e' calare , or­

denados en COIU!11naS y renglones, encerrado entre parentesis cuadrados. Se de­

nota pOl' una letra mayu cula A, B, C, etc.; asi, una matriz de orden 4 es, por
ejemplo:

A - [ i
10 3
-s 0

8 -1
4 0 ! ]

c) Notacion.

El elemento de un vector e d notara por letra minuscu la que 10 ca rac­

teriza con un subindice: a., b., c, ... , Xi, etc.: el subindice identifica el lugar en

que e ta colocado el elernento. Para el vector del ejernplo anterior se tiene:

�=O

El elemento de una matriz se denotara por la minuscula de la letra que la

caracteriza con do ubindices: a. b., etc.: el primer subindice indica el ren-
1 J I t J I

gI6n al cual pertenece el elemento, el segundo, la columna. Para la matriz del

ejemplo anterior:

an=4 al3= 3 a33=-1 etc.

1.2 a) Diagonal prin ipal de una matriz e la diagonal que va desde el extreme

superior izquierdo al extrerno inferior derecho.

b) Transpu sta de una matriz dada es otra matriz cuyos renglones y
columnas son las colurnnas y renglones de aquella: 10 elementos de Ia diagonal
principal no cambian de Jugar en una transposicion, La transpuesta de Ia matriz

dada mas arriba es:

A' � [ 1�
2

-;)

o
1

8
8

-1
6

� l
� J

Si aij son los elementos de A, los elementos de su transpuesta
I son a

j i :

El transpuesto de un vector es un vector rengl6n, Asi, para el vector del

ejemplo:

a= 13 S -2 01 a' = [3 s -2 0]

(*) Por razoncs tipogrificas se empl ara el parentesis re .to en lugar del de corchete.
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c) Matriz siluetrica es aquella igual a u tran pue tao POT ejemplo:

en la cual bu = bu. es decir, B' = B.

d)
_

fatriz unidad es aquella cuyos. elemento no nulos valen 1 y e encuen­

tran completando la diagonal principal; e denota por 1. Par ejemplo:

e) Vector unitario es aquel en el cual la urna de los cuadrado de su ele­
mentos vale]. El vector e es unitario i:

1:: e·2 = 1
• 1
1

1. 3. SUlna (on 010 po ible entre ve tore de igual dimen i6n y entre matrices
de igual orden). La suma de dos vectore e un nuevo vector cuyo elemento
son iguaies a la suma de los elementos homologo de 10 vectores primitives: la
uma de dos matrices es una nueva matriz, cuyo elernento on iguale a la su­

Ina de los elementos hornologo de la matrices primitiva :
/

1 3 + 1-1
I 2: - 1 0 5

� ] = [� � ][� -� ] + [-�
1. 4. Productos

a) Escalar par vector a nlatriz: el producto de un escalar par un vector (0
una matriz) es un vector (0 una matriz) cu as elernento on los del vector (0 la
rnatriz primitivo multiplicados par el e calar. Ejemplo:

214 -1

2 0

4 -1

31 - : 8 -2

J=[-� �J
6 1

-1. [
Simbolicarnente se pondra.,

a a - a 1 aj 1 = ! aaj 1
I! A - a [alj ] = [ aajj ]

b) Vector par vector, matriz par vector, Inatriz par matriz: (on po ible 6-
10 cuando ambos vectores tienen igual dirnen i6n, cuando la di rnension del ec­

tor es igual al orden de la rnatriz, cuando aruba matrice on de igua1 orden).
Estos producto son asociativo y distributive perc, en general, no conmutativo •
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V tor pOl' ve tor: el producto e posible cuando uno de ellos es ve tor ren­

gl6n (a') y er otro, oruruna (b).
a' be un e calar . igual a la surna de los productos entre elementos hOlU610-

gos de Ia COlU111na b y el renglon a':

[1 3 -1] \ -4 2

[ aj ]

5 \ -
- 1 . 4 + 3 . 2 -1 . 5 - -3

\ ri = � ak b.
I;:

ba' e una matriz de orden izual a la dirnen i6n de 10 vectores:

[-4'1
-4'3

-;:] [-!
-12

-�J1-4 2 5 1 [1 3 -1] = 2'1 2'3 - 6
5'1 5'3 -5·1 15 -5

! b, i [aj] = [bi aj ]

Matriz por vector: el producto es un vector cuyo elementos son la suma

de 10 I roducto entre elementos homologos del vector y de 10 renglones de la

matriz.

[34 -12J [2 ] r 3'2 - 1'1 J - [ 5 J1
=

_ 4'2 + 2'1 10

[ 8ij J 1 b, I - I �aik bkl
k

]\I[alriz por IIatriz: el produ to e una matriz cuyos elementos son la surna

de 10 productos entre elernento homologos de las columnas de la matriz de la

derecha por los de los renglone de la matriz de la izquierda.

[ -� � ] [ � 2 ] = [ 2'1 + 5'2 2'2 + 5'lJ1 -1'1 + 0'2 -1'2 + 0'1

[ aij] fbi;] - [� aik bkj ]
k

_ [ 12

-1 -�J

c) f atriz reciproca de una mairiz dada A es otra matr iz A-I tal que el pro­
du to de arnba , en cualquier orden, es igual a la matriz unidad.

-1

A·A
-1

A A I

No siernpre existe la redpro a de una matriz (ver apendi e).

d) Si teluas de ecua iones

Dado un sistema de n ecuaciones con n inc6gnitas

all XI + al2 X2 + + aln Xn - al

a21 Xl + a22 X2 + + a-, X a2n

ani Xl + an2 X2 + .+ ann X - an. n
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Podran hacerse las siguientes de ignacione :

una matriz

A - r aij J -

Un vector

x - I Xi I I x I xz... Xn I
un vector

a = I ai I = I al
�', conforme a la reglas dadas para los producto ,el i tema podra escribir e en

Ia forma

( a, j 1 I Xi I - I a, I
o bien,

Ax a

Mult iplicando por 1a matriz A-t, reciproca de , e tendra la oluci6n lite­
ral del si tema:

A-I Ax = Ix

A-1ax=

A-I= a

(ver apendice)
2. Resolucion de re ticulos pIanos

2. O. En un retlculo de n nudos hagan e la iguientes de ignacione : la barra

que une el nudo icon el j: bij; lij, En, y Qij U longitud, modulo y ec i6n; IiI
el esluerzo que recibe (positivo si e traccion, negati 0 i e compre i6n) 1 en­

tre i y j no hay barra se tendra fij = 0; tij u variaci6n de longi tud (po iti a i e

alargamiento): e;j el vector unitario (bidimensional) en su mi ma direcci6n ' en

el sentido i-j.

2. 1. Si sabre la barra b., actua una fuerza fij U ariaci6n de longitud es:

t·· =
I )

1· .

_�_'_)_- {.I)
E·· no'

IJ H,)

de donde, llamando

R· =

I)

Eo' no'
I) '" I)

I,·I)
se tendra

r·· = R·· to'11 I J I)

hora bien, si se designa on Pi a la Iuerza exterior ( ector bidimen ional)
que actua sabre el nudo i del reticulo, la condi i n de equilibrio de 10 n nudo
deterrninara el si terna de n ecuacione ectoriales:
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D

2; eii fij + Pi = 0

j =1

Sea t. el de plazamiento en el plano (vector bidimensional) del nudo i; evi-
1 1

denternente era.

(i = 1, ... , n)

(J sea:

f.. = R .. e'.· (t, - t,.)" I, "

ecuaciones que remplazada en las del equilibrio conducen a:

(1)

n

� Rij eii e'ij (tj - ti) + Pi =0

j = 1

Rij . elj . e'ij es una Ina triz de orden 2, puesto que eij . e'ii 10 es y R ii es

un calar ; llame ela Yii:
y .. = R ..

" I)

,
e .. e·,IJ "

La ecuaci6n de equilibrio se transforma en:

n
� y .

.<J .1

j = 1

Designando las matrices convencionalmente en la forma:

u .. - Y,· (iFi)') "

n

ii - � Y,I)
j = 1

Y remplazando, e llega a obtener el sistema

n

� Vij tj = Pi

j = 1

que puede poner e en la forma

[ u., J I tj I = I Pi I

el cual, haciendo las designaciones evidente , conduce a:

Ut = P (2)
E te es un sistema de 2n ecuaciones con 2n incognitas escalares; de el po­

dra despejarse

V-1pt = (ver apendice)
y, con los elernento del vector t se deterrninaran, mediante las relacione (1),
las .oli j taciones en toda las barras,
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2.2. orese que la soluci6n de la estru tura e alcanza en igual forma, ya sea eI
reti ulo iso 0 hiperestarico y, aun, cualquiera sea su grade de hiperestaticidad.

La matriz U puede construirse fa ilrnente. En efecto, como 10 largo, mo­
dulos y secciones son datos, Rjj = Rjl (escalar) puede calcularse rapidamente pa­
ra cada barra, Por otra parte, se tiene ejj = - eH (vectores opuesto ), por con i­

guiente:

v·· = y ..

" , I

10 cual indica que la matriz V es simetrica.

Si se fija un sistema de ejes normales arbitrarios en el plano resulta er:

eij = I cosaji senajj

donde Itji es el angulo que forma la barra bjj can alguno de e 0 ejes, De­

signando cd Y Sjj en Jugar de cose., y enaij e tendra:

[ cn
\1 .. = R··Il I)

C jj _;;

10 eual perrnitira construir la matriz U= [Uu]

La determinacion numerica, can una aproximacion util, de la redproca de

una matriz (como la V, que en general es de orden elevado) es practicamente
imposible par· un operador intelectual -e-FlO 10 e para las modernas maquina
ealeuladoras (ver apend ice). De alIi que e re urra a dilerente tecnica de co­

rrecciones sucesivas, 0 metodos iterativos, con los uales, a partir de una apro­
xirnacion mas omena grosera, pueden llegar a obtenerse resultados bastante

preClsos.

2. 3. Suponiendo que se ha deterrninado una matriz l.'l-l como pnrnera apro­
ximacion a la recfproca de U de tal manera que la matriz

Bl = r -

-1
I

sea suficientemente pequeria (bastara, por ejemplo, que la uma de 10 alor s

absolutos de los elementos de cada rengl6n -0 columna-e de B, ca inferior
a I), se podra realizar el iguiente proceso iterativo:

donde t-, t2, t3, etc. (se trata de upraindi e I no de exponente)
cada vez mas cercanos a la solucion t. Generalmente ba taran
ciones para obtener una buena aproximaci6n (v r apendice}:

on valore
2 6 itera-
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2. 4.

Resuelvas la tructura indicada en la Iigura:

fa

y

\�---

1- 2
1

2 .1

p5
- 4,12 °15 - SO

156 - 10 050 - 100

b6 - 136 - 1�6 - 4,46 0<5 - 036 - °46 - 150

Pue to que e conocen los vectore

•

tl tz t, t4 = 0 01- - - I

el si tema (2) se red uce al

�:: ] [�: ] = [ �: ]
Evidentemente, P5 - 1 0

P = ! 0
O! ; P6 = i 10 01

o 10 0\

Las matrice i; se construyen, de conformidad al procedirniento ex­

puesto rna arriba, en la tabla I, obteniendo:

r 0,174
U = 1-0,105

L-O,1000,000

-0,105 -0,100
0,386 0,000
0,000 0,234
0,000 0,000

TABLA I

O,OOOl0,000

O,OOoJ0,542

0.271
0.271
0.271
0.115
0.00

b., C .. sij c2 .. CiJSi) 2.. Rjj Vi;1J lJ lJ

- --------
-.- ----

64 0.447 -0.90 0.200 -0.402 0.81 0.335 0.0670 -0.134
63 -0.447 -0.90 0.200 0.402 0.81 0.335 0.0670 0.134
52 0.447 -0.90 0.200 -0.402 0.81 0.335 0.0670 -0.134
51 -0.243 -0.97 0.059 0.235 0.94 0.122 0.0072 0.0286
65 -1.00 0.00 1 1.00 0.00 0.00 0.100 0.100 0.00

U5s:0.1742 -0.1054 0.386
U66:O.2340 0.00 0.542

-6li�O.94 � =--0.34210.88
-

-. 0.322 -.011:610.0851 �0�7s-. -0-:027
--

o�10T-
Un6: 0.309. 0.027 0.552

e determina una rcdproca aproxirnada de U (ver apendic ):
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,9,96
2,71 4,26

JJ-1 2.71 3,37 1,16
UI = 4,26 1.16 6,10

L 0 0 0

deduciendose la it rante:

1-0,020
0 0,001 gl-I -0,001 -0.015 0

Bl=I-UI U= -0,008 -0,002 -0,004 gJ� 0 0 0

can la ual, en pr rrnera aproxirn ci6n:
-I

! 42,6 11,6 61,0 0:t' - UI P -

y, con una i teraci6n:

Bl tl - '-07 -02 -06 01. , • ,

t2 = t - 1 41,3 11,4 60,4 01
resultado cuyas cifras significativas no se alteraran con otra iteracion.
En resumen:

valores que llcvados a la tabla II conducen a 10 fuerzo de eado

b·') tj - t,

TABLA II

t. (t._,..)') I "' fij

64 -6 ,4
63 -6 ,4
52 -41,3
51 -41,3
65 -19,1

o -27,0
° 27.0

-11,4 -18,4
-11,4 10,0

11,4 19,1

° -27,0 -9,2
o 27,0 9,2
10,2 - 8,2 -2,75
11,0 21, 2,--
° 19,11,91

3. Correccion por variaciones

3. O. Cuale quiera ean las varia ione que ufra el reticule: de indole geoln .

trica (seccion y longitud de barra ), de indole e tatica (nurnero de barras, i le­

ma de carga ,
condicione de apoyo), i no ha habido cambio en el nurnero de

nudos, el si terna resolutive (2) tendra el mi rno numero de e ua ione . Tale

variaciones, pOl' consiguiente, se traduciran en rnodificacione de la matriz
del vector P y de la 01ucion t.

3. 1 5up6ngase que un reticule ha ido re uelto mediante el i terna

Ut = p

sirviendose de la aproximacion 1
1
Y la i teran t B I. POl' medio de la ecuacro­

nes (I) se han obteriido la soJicitacione I.
u

Si la estructura ulre modifica ione , el Due 0 i terna era:

U t - P
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.-

dond

) dp la

inc6 nita

- + d p = p + dp ; t = t + dt designando per dU
vana iones conocida de matriz y v ctor y por dt la variaci6n

que surnada al antiguo r sultado propor iona el nuevo .

Determinado t. de u reml lazo en las ecuaciones (1) e obtendran las nue­

vas solici ta ione -fo',J'
El nuevo sistema es:

(U + dU) (t t dt) - p + dp
de londe:

(U + dU) dt = dp - dUt = dq (3)
Su soluci6n se realizara mediante el proceso iterative que se indica a con­

tinuaci6n:

-1 -1
dt'= (I+B1-Ul dU) UI dq
dtz= dt+l-Bzdu
dt" =dt1+BzdtZ (4)

donde Bz = (BI - U;I dU)2 (ver apendice) (5)
Si U;1 gU e apreciablernente mayor que BI podra emplearse, en lugar de

Ia iterante in licada en (5), la matriz iterante mas sencilla

( 6)

3. 2. plicaci6n

la e tructura del ejernplo anterior e Ie agrega una nueva barra, que une

los nudos 1 y 6, de las iguientes ara teristicas:

116 =:: 11,7 [216 = 100

De de luego, la unica matriz que sufre variaci6n es la U66 de man-era que
(ver tabla I, abajo):

dU� [
0 0 0 0 10 0 0 0
0 0 0,075 0,027 J0 0 0,027 0,010

La matriz

[0
° 0,320 0,115

J1 ° ° 0,087 0,031
U1 dU =

� ° 0,426 0,164
0 0,050 0,018

resulta ser bastante mayor que 1a 131 por con iguiente, se aplica la iterante da­
da n (6):

°
°
°
°

0,142
0,039
0,190
0,022

0,05410,015

Q,073J0,008
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De arrollando el proceso descrito en (4):
-I -1

dtl=(I+B1-Vl dU) V, (-d t)= 1-9,9 -2,60 -15,1 -1,571
de= 1-12,1 -3,22 -18,1 -1,91;
dt3= i-12,5 -3,35 -18,7 -1,98!
dt·=dt = 1-12,6 -3,37 -18,8 -1,991
dt= 1-12,6 -3,4 -18,8 -2,0!

En resumen:

t = i 28,7 41.6 -2,0! = t+dt8,0

tl = t2 - t, = t, = 10 01; ts = 128,7 8,01; ts = j41,6 -2,01

Llevados estes valores a la tabla III se obtienen las nuevas olicitaciones f,"J •

4. Apendices

TABLA TIl

- -

e' .. (t·-t.)I J J • I

-

f· .

IIt ..II t·-t.
J • I

- ------ -_·-----1--- ---

2,0 -18,6
2,0 18,6

-8,0-12,8
-8,0 7,0
10,0 12,9
2,0 39,2

-1,8 -20,4 -6,8
-1,8 16,8 5,6
7,2- 5,6-1,9
7,8 14,8 1,8
° 12,9 1,3

-0,7 38,5 3,3

64-41,6
63-41,6
52 -28,7
51 --28 7,
65 -12,9
61 -41,6

-1.4. (c) EI determinante de una matriz es el valor del deterrninante cu os ele­
mentos son los de la matriz. Si el determinante de una matriz vale 0, die e

que la matriz es singular (en ca 0 contrario, regular). La matrice ingula­
res no admiten reciproca.

-1.4. (d) Evidentemente el i tema no admire olucion cuando e ingular.
En ese caso, una 0 rna ecua iones del si tema on Iuncione lineale de la
re tantes.

La soluci6n Cramer se obtiene aplicando la igualdad:,

A-I =

dj A

det A

donde dj A es una ma triz e pecial, deducida de A y Hamada matriz ad­

junta; ella es la rnatriz cuyos elernento on iguale a 10 cofactore de 10
elementos hornologos del de arrollo del deterrninante der A.

-2.1. Si U es singular, la estru tura no admire 610 una oluci6n, 0 bien, no

admire ninguna. Es e] caso de reticul hipoe t;ili 0 0 me ani rnos, on

uno 0 rna grados de libertad.
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-2.2. La determinacion de la reciproca mediante la formula dada mas arriba

(ape ndi e a IA.d), e decir, la solu i6n Cramer de un sisteri a, requiere el

a lculo de deterrninantes de ordene elevados. Ello, orno e sabe, es prac­
ticarnente impo ible sin la ayuda de maquina e peciales por el alto error

a urnulativo en que generalm nte se mcurre,

-2.3. Este proceso i terativo se dedu e del slgllien te desarrollo.

Ut p

Ul-1 Ut -

[1-(I-UI-1 U)] t

t = ( I - B I )-1 tl

U I-I P
= (I - B I) t = U 1-1 P

( I + B I + B 11 + ...

= tl

) tl

-2A. Un metodo encillo para el calculo aproximado de la reciproca de una

matriz es el llamado de la sub-matrices, (con el cual se ha determinado,

mediante regla de calculo, U I-I en el ejemplo). En pocas palabras el sistema
consiste en 10 siguiente:
Considerese a la matriz de orden 11 dividida en la Iorrna indicada.

A=

a121 a

"]
al4

a22 a 23 a24

aJ2 a 33 a34

a42 a �3 a44

[all]

llamando A(l) la prirnera, A(2) a la siguiente, etc., hasta A(n)= .

En general A(ln) es de la forma:

II I aim la 2 m

fA (In-I) ",

]A (n1-1)

l L, lam�l' m JA (m) = . --

L (lZI amm

am2 am, m-l] amm

Siendo (lIZ Y (lZl vectores columna y renglon, respectivamente.
LJamando:

y

p - a 10m
- (l21 A-I (m - 1) (lIZ

q -

(l21 A-I (m - 1)
r = A-I (m - 1) (lJ2

(escalar)
(vector reng16n)
(vector columna)

A (m - 1) A-I (m - 1) + r p-I q (matriz)
(lIZ - r p-I (vector columna)
(l21 -

q p-I (vector rcng16n)
aJnn1 - p-I (escalar)



, ,

• •

Soluci6n matricial de reticulos hiperestaticos 347

se tendra:

[
-

(m - 1)
A-I (m) =

a.

21 ]
a.

12

amm

De esta manera, del conocirruento

e pcdra pasar a Ia reciproca de

Como se sabe que

de la

(m).
reciproca de una matriz (m-l ),

A-I (2) =__
1

_

all a22 - a12 a21

en [01"l11a ascendente se cal ularan la reciproca de la matri e de orden

3, 4, etc., hasta obtener -1

•

-3.1. Dernostracion en gran parte similar a la uge:rida en el apendice de .3.

Referencias

-Elementary Ina trices; R. . Frazer, W. J. Duncan, . R. ollar.

+Cour de Ca!c.ul Matri iel ppliquer Xl. Deni -Papin, P. Kaufman.

- Igebre et Analyse Lineaires; A Lichnerowi z.

-1 Iatr ices,
(l�esi de

plicaci6n a la Ela ti idad

la cual e ha extraido e te

al calcu 10 de E .tructuras; L. Bitran.

trabajo).


