Marcos Pedrero S.

Ingeniero Civil

Duplicidad de las ecuaciones de la
Termodinamica *

Sean p, v, T la presidn, el volumen egpecifico y la temperatura absolu-
ta; U v S la energia interna y la entropia; C y ¢ los calores especifices
a presién w volumen constante respectivamente y

1
A=T
siendo E el equivalente mecdnico del calor.

Los dos principios fundamentales de Termodinimica, Mayer y Car-
not, son aplicables a todos los cuerpos; ellos permiten establecer un g'ran
ntimero de relaciones entre las cantidades anteriores, pero que son ecuacio-
nes diferenciales. Damos a continuacién algunas de estas ecuaciones:

1) Tds=—dU+4Apdy

2 (_E.. ;AT(”P._)__AP
P v i T '
i T v

3) e t8L x(‘}*-..v)df)

8T

+ No hemos encontrado en las obras de Termodingmica la demostracién ‘del teorema gue

damos en estss paginas y que fué incluido ¢n una Memoria leida en la Sociedad Clentifica
de Chile.
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Se observa ficilmente que si reemplazdmos en la ecuacion (1):
S, T,ppor — 5, — Av, p, T reé'pecti-vamente la ecuacidn no cambia; por
otra parte dv es diferencial exacta puesto que el voltimen especifico es una
funcién de T, p. Se deduce entdnces ¢l teorcma siguiente: a cada ecuacién
diferencial deducida de los dos principios fundamentales de Termodindmica
corresponidera otra que se puede obtener sin calculo alguno por un simple.
cambio de.las variables, conforme al cumdro que damos a continuacién.

Segiin' la Termodindmica

por consiguiente se deberd reemplazar en lugar de C. ¢, dQ las cantidades
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gue también indicamos en el cuadro
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. Los cambios de las

variables deben también efectuarse en los sub-indices

“conforme al cuadro anterior.
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: Daremos algunos ejeniplos como aplicacion, Si efectuanios el cambio
de las vartables conforme al cuadro en las ecuaciones (2) y (4) obtenemos

las dos nuevas relaciones siguientes:

@ < aU) (5T) o
S a0

ép

Demostremos en otra forma que.,estas relaciones son exactas, De (1)

¢ U ‘ ' v
=T Ap (2T
(as)- — p(as

P

se deduce

P

v reemplazando en (6) obtenemos:

oT)
P/

bl

que se puede escribir en la forma:
£ oy & 1 Il T
v GE) (R)-6 )
) 3 rl1

Por otra parte de (3) se deduce con p constante:

pTY T
(as C
P

y con S constante Ja misma relacién (3) nos da:

FALR
(HP \ : aT)
P

OS) ( )

en (8) obtenemos una identidadi

Llevando “estos valores de
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‘Demostremos azhora que la relacién (7) es exacta. De (1) se deduce:
S — Ap ( &V
g p ¢ p
.
(oL ——Ap (__3_}{‘_)
: i p
S Q.

De (9) se obtiene:

(1))
()= ()

p

— T

Ilevando ahora estos valores en (7) obtenemos:

() -60) =% (”“)

‘y considerando la’ relacién conocida en Termodinimica con €l nombre de
i6rninla de Reech:
A p ( )

10) 5") (#—1)1:‘-—__."”‘ ——”)2_
¢ it/

P

obtenemos:

Por otra parte siendo T una funcién de p y v se deduce:
ot = () ap+ (AD)av
0 p 4 v
' P

de donde con T constante se obtiene:

I)T

() iy,
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Llevando ahora este valer de (M)T ‘en (10) obtenemos finalmen-

te la relacidn (4)
APLICACION A LAS FUNCIONES CARACTERISTICAS

Entre las aplicaciones interesantes que hemos hecho de nuestro. teore-
ma anterior es el que se refiere a la investigacion de nuevas funciones ca-
racteristicas.

Massien fué el primero en demostrar que existe en cada caso, segin
“sean las variables elegidas, una funcién caracteristica de la cual pueden
deducirse por simples derivaciones las propiedades de un sistema en equi-
libro termodindmico.

Eligiendo v, T como variables independientes la funcién caracteris-
tica de Massieu es

1) H=TS§—U

y de la cual se deducen ficilmente las rc[aciones muy conocidas siguientes:

=)
i Ap (an)
(.sH

Planck (*) elige como fuucnén caracteristica la funcién

13) @ ;-rsm E;*L‘}_P__ _

'!' ¥

en la cual p, T son las variabies independientes. Se deduce:

e (E)

. ' e 5
14) S—@-[—-T( -

G ) (),

% En las formulas dadas por Planck no interviene la constante A porque la energia interna.
©s expgesaﬁs), en unidades mecinicas. Asi por ejemplo, este autor escribe en lugar de
ecuacion s :

.

TdS =dU+4pd-
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. {Consultar Planck. Termodindmica, pig. 137, traduccidn espafiola de
don Julio Palacios. 7
Segiin nuestro teorema demostrado al principio de este trabajo a
cada funcion caracteristica corresponderd otra que se obtendri sin céleu-
lo mlguno efectuando el cambio de las variables conforme al cuadro indi-
cado, Efectuando el cambio en (11) w (12) obtenemos:

H =—U—Apv

_Av_z(aﬂ"l)

2l

U =p(f_I_I‘..)_}L
. i p .

' Se observa inmediatamente que Hy es la funcién caracteristica de
Gibbs con cambio de signo.

Si efectuamos el cambio de las variables en (13) v (14) obtendremos
una nueva funcidn caracteristica ¢, 'y las relaciones siguientes:

& __m__U_n—‘“S

6%y
(aT
Lo ﬁd‘
-—A'V==¢‘ —‘FP( 1)
sp

v P[ (*) (”‘)]

Massieu habia propuesto una segunda funcién caracteristica

16)

\

R=T8—U—Apv
gcon variables indepgnd.im-te-s P, T, Se ‘observa -inmediatamente que divi=
diendo €sta funcién por las variables independientes T, p respectivamens

te se obtienen las funciones caracteristicas indicadas anteriormente

b }"h
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Andlogamente si dividimos la funcidn caracteristica de 3lzssizz

H=T§—U

por las variables independientes que en este caso son v, T coiendremos
dos nuevas funciones caracteristicas

{ AT 1
J. ]‘.‘Ig ;-—;*S‘—-[—I
'S v
17)
| mes—¥

con las mismas variables independientes, Haremos la demosiracién para
la funcién H,  Derivando {a segunda de las relaciones anteriores con v
constante obtenemos.

(“13) G )**( )

Segiin los dos principios -fundamentales de Termodinimica:

(28) -k (2L
§T T BT

v v,

- (ﬁHs
e

. 1.’7

L luegot

Derivando H, con T constante obtenemos

(“‘3) (=

Segfin los dos principios iundamentales de Termodindmica

T

TdS=dU+Apdv

de donde se deduce

o8 =._..1,_(_M
'(av T

(=21

)_A__.
T
¥

-
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Iuego:

é H3 " 7A p

§ v i
fi\

En resunien las variables tesmodindmicas p, U, & se obtienen por

derivacién de la funcién F, :

. & Hj
Ap=1 {18
v=(57)
T
§H;
T=T2f 23
18} (5‘1‘)
. ‘r
§S=H; L+ T ff&)
ST

Si efectuamos el cambio de wvariables en fa ecuacién (17) -obtendre-
mos una nueva funcidn caracteristica

Ha = A v— L
P

Para conocer las relaciones que ligan esta funcién a las demis wa-
riables basta -efectuar el cambio cerrespondiente de las ~variables en (18)
y reemplazar Hy por Hoy

T = — iﬁi)
.8
p
jﬁi
19)_ _
Ay (5H
Ep
L 8

En resumen hemos . demostrado que las funciones caracteristicas de
Gibbs, Planck y otras nuevas IfllﬂClOlleS se deducen facﬂmente de Ias dos
funciones caracter}stzcas de Massieu.





