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Curso de Hidriulica General

(Con:inuzcicn)

Cualquiera rotacién horizontal normal a la fuerza, no da trabgjo, y por lo
tanto acusa indiferencia del equilibrio para elia. Una traslacién vertical ascendente
disminuve la subpresién y genera la reaccién correspondiente gue vuelve a sumer-
gir el cuerpo & la posicidn de equilibrio. Una traslacién vertical descendente, al
aumentar la subpresién, tiende también a restablecer el equilibrio.

Una rotacién virtual de eje vertical, no hace tampoco trabajar las fuerzas,
Queda por examinar el caso de rotaciones de ejes horizontales. Nos limitaremos a
considerar rotacicnes que no sacan al centro de carena del plano de simetrfa que [o
contiene.

En la figura 11 hemos dibujado el séli-
do fiotante en su rotacién virtual elemental
d a. Para el estudio elegiremos una rotacién
que no altere el volumen de la carena. Los
plancs de trazas AB y ED son las flota-
ciones anterior y posterior a la rotacién,
llamando flotacién a la prolongacién  del
plano de la superficie libre dentro del
sdlido,

Observando la figura, se ve que por Fig. 1t
efecto de la rotacidn en torno del eje OO,
el centro de carena C se ha trasladado a C: v que se ha generade un par compues-
to de la subpresién vertical ascendente aplicada en C, v el peso aplicado en .
Vemos ademés que si la vertical elevada desde C: corte al eje de simetria XX
més arriba que G. en un punto M, este par tiende a restablecer la posicién de
equilibrio. Lo contrario ocurre si A esta entre ¢y G. Por lo tanto, ta condi-
cidn de equilibrio estable es que la distancia CA sea mayor que la distancia CG.

Elpunto A7 cuya ubicacidn es decisiva para la estabilidad del equilibrio se
llama metacentro.

Se reduce pues el problema a encontrar la distancia metacéntrica CM.

Primero debemos notar que si consideramos los husos de trazas AOE y 0DB
(iguales por hipdtesis), como constituidos por los prismas elementales engendrados
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por la rotacién, de base dw, ¥y de altura rda, el integral desde un extremo a
otro a de ser nulo:

Q
da rdes==0
o

Como d e no es cero, por hipbtesis, €l otro factor debe serlo, Luego, el mo-
mento estatico de la superficie de flotacién, es nule. Por lo tanto, el eje O0: pasa
por el centro de gravedad de ella,

Tormemos momentos de los voliimenes de carena respecto a la traza del plano
bisector de los huses, en el plano de simetria, traza que pasa por el centro de gravedad
de ellos. El momento de los volimenes podemos descomponerlo en dos sumandos:
memento de la parte comin, inferior a la linea EOB vy momento de los huses de
seccidn ACE, de la carena antes de la rotacién y DA de la posterior a ella,

Como el momento de cada huso respecto a ese eje es nulo, por ser el gje X, X,
bisector, se siUe que ambas carenas dan momentos iguales con respecto d ese gje.
De aqui se deduce que los centros de carena C y G, estén scbre una recta pa-
ralela al eje X; X..

1a diferencia de los momentos de los volimenes de carena respecto al eje
X. X, perpendicular al bisector vy situado también en el plano de simetria, es
V % CC:, llamando V el volumen de la carena {pues el momento de la carena
primitiva es V x CR; el de Ia segunda es V X C, R, de signo contrario zl ante-
rior). Las distancias CR y C:R son normales 2l eje X:X., como se desprende
del paralelismo de CC; con X: X:.

I'sa diferencia de momentos debe ser debida a los huses, parte no comin de los

volitmenes de la carena, ella vale:

d o r*de

[e)

El integral es el momento de inercia de la superficie de flotacion respecto al
eje (%, que pasa por su centro de gravedad. La diferencia de los momentos se

puede escribir:

VXCC=Ida

Notando que dea es igual a - se tiene finalmente que:

cm="t ©
Vv

La distancia entre ¢l centro de carena v el metacentro €s por consiguiente
jgual a la razén entre el momento de inercia de [a superficie de flotacion y el vo-
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lumen de la carena. Para que el equilibrio sea estable ha de ser mayor que la dis-
tancia entre el centro de careha y el centro de gravedad.

Ejenipros-—1.0 Se puede averiguar el peso especifico que debe tener una viga
cuadrada de madera, considerada homogénea, para que flote con un lado o con
una diagonal horizontal.

2.° Aqui nos contentaremos con averiguar qué proporcién debe haber entre el
didmetro de la base y [e altura de un cilindro homogéneo que pesa 500 Kg/me
para que flote con su e¢je vertical.

La parte sumergida es la mitad del volumen del cilindro.

Si llamamos x a la razén que buscamos (x=1D:h), obtendremos D=xh y
por lo tanto, el volumen de la carena sera:

D h _ s

4X2 &

El momento de inercia de la flotacidn, que es igual al que dan las bases del cilindro,
respecto a un didmetro, vale:

x Dt T xR
64 64

la distancia CA{ es:
" '
M8y
1% T 64 xf At &

. . 1
La distancia entre el centro de carena v el centro de gravedad es & h, por
consiguiente, se¢ tiene:

N2 £+ 14

La rafz negativa no tiene significado, v por lo tanto podemos decir que es
posible la flotacion de un cilindro homogéneo que pesa 500 Kg/ms, con su eje ver-
tical si el didmetro de la base es mayor de 7 4/ veces la altura.

En el Laboratorio de Hidraulica se pueden experimentar los principios de Pascal
v Arquimedes, las presiones totales v las condiciones de equilibrio de cuerpos flo-
tantes.

Salvo el caso de fenémencs capilares, de los cuales se puede prescindir en la
practica del ingeniero, puede decirse que la Hidrostitica estd perfectamente com-
probada por la experimentacion.
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CAPITULO III

Nociones fundamentales de Hidraulica

13, Ecuaciones fundamentales.—14. Clasificacion de los escurrimientos.—15, Movimiento permanente
cel liquido perfecto. —Teorema de iternoulll. —10. Corrientes liquidas, gasto.—-17. Extension
de i2 suma de Bernoulli a toda la cerriente. Ejemplo.—18. Variocién de Ja suma de Bernou-
Ili en corrientes abiertas. Escurrimiento critico. Velocidad de propagacion de las oncas—
19. Cileulo de la profundidad eritica y del Bernoulli critico. Ejemplos v aplicacicnes.—
20. Potencia hidriulica—21. Pérdidas de carga.

13. Ecuaciones fundamentales.—Para establecer las ecuaciones generales del mo-
vimiento de cada particula liquida, en funcidn de las fuerzas exteriores que la soli-
citan, tomando en cuenta las ligazones que provienen de 1a forma de la canalizacién
v de las demis condiciones del escurrimiento, se puede recurrir, como se hace en la
Dindmica del sélido, a escribir la ecuacitn jtineraria de cada molécula, es decir, las
relaciones que dan las coordenadas actuales en funcién de las fuerzas solicitantes y
de las coordenadas iniciales. IZstas ecuaciones que constituyen el sistema de [Lagran-
ge, derivadas respecto al tiempo, darfan ia velocidad de las particulas. Si en vez de
seguir este camino ordinario, se considera el régimen de movimiento de la particula,
0 sea, siestudiamos en cada punto fijo del espacic las velocidades con que va pa-
sando el AGida en cada instante, velocidades que dependen de las fuerzas solicitantes
y del tiempo, obtendremos relaciones en que apareceran las provecciones de las ve-
locidades sobre ejes coordenados en funcién de las fuerzas solicitantes vy de dicho
tiempo. Este Gltimo es e sistema de Euler: es el (til en Hidraulica. Se estableceran
las ecuaciones de Euler en liquidos perfectos ¥ podrén ser usadas en liquidos natu-
rales, con frotarnientos, agregandoles términos correctivos.

Consideremos, pues, siguiendo a Euler, un fldido perfecto que se mueve bajo
la accién de fuerzas exteriores proporcionales a la masa de él, v un punto fijo en el
espacio dentro de [a masa lquida. Se elige un sistema dJde ejes coordenados ortogo-
nales en el que x, v, z, son las coordenadas del punto considerado: w, », w, las
proyecciones schre los ejes de la velocidad que posee una particula al pasar por el
punto fijo considerado, en el instante t; X, Y, Z, las proyecciones de la aceleracion
resultante de las fuerzas exteriores, o sea, las proyecciones sobre los ejes, de las
fuerzas que obran sobre la unidad de masa del aido; p, la presién en el punte
en ¢l instante ¢, que es independiente de la orientacidn del plano sobre el cual se
considere actuando, pues el liquido es perfecto, v p la masa especifica, que es cons-
tantce en los liquidos incompresibles, pero que en general es también funcién de las
coordenadas del punto y del tiempo.

T.as componentes u, v, w de la velocidad varfan en du, dv, Jw, en el tiempo
dt, siendo du, dov, dw, los diferenciales totales de la velocidad respecto'a las cuatro
variables x, ¥, z, . La variacién de la velocidad se expresa, pues, referente al eje
de las X.
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du au du du
du= dt d. d .
“ at T dx * axy v+ dz

dz

La aceleracion efective de la particula a su paso por el punto fijo es esta va-
riacién por unidad de tiempo, ¢ sea:

du au . dx du dv M dz au + Au . du " du
—_— —_— — ——— rw — IS ——— U4- v— u’)—
dt at dxr dt oy dt oz di ot o ay az

Consideremos ahora la particula elemental
fibida. mavil, con la forma de un paralelipi-
pedo rectangular, cuyas aristas estén orienta- p-%ég dx
das seg(in los ejes v miden dx, dv, ¢z (fiz. 12). mg
Sobre ella obran las fuerzas exteriores, cuya A
aceleracién resultante se provecta, como se di-
jo, en X, Y, Z y las presiones en sus caras. / X

Podemos escribir la ecuacidn dinimica Y
respecto al eje de la X, notando que si pes la
presion en el centro de gravedad del paralelipi- Fig. 12

pedo, en las caras antagbnicas de magnitud
dy, dz, esa presifn es:

I ap i 9
L d BRI
b 2 Bx N Y s 2 ox o

y las presiones totales sobre dichas caras seran el producto de estas presiones unita-
rias por la magnitud dy dz del drea. Las fuerzas exteriores dan por resuitante, res-
pecto al eje de las X, el producto de la masa p dx dy dz por X, que es la proyeccion
de la aceleracién resultante de ella scbre dicho eje. Se tiene, pues, la ecuacion:

du

tu ) =tp— Loty dy
ay 0z 2 8x x) dy dz—

du d(iu + LI
u—_
pax Yy 02\ "4 a
{2
— (p+ = .-ép—dx) dvaz+pdedydz X
X

Simplificada y dividida p, esta ecuacion, y las otras dos andlogas respecto al
gje de las Y y de las Z, quedan:

du . du 4 du du x i ap
—_— 3y —Fr— = ———

3 ax &y | 8z p ox

v du dv do I ap
Y — FW— =Y e

dt Ix dy a p By {
dw dw 4 dw n ow I ap
— — Fv——Fw—= — =

dt i) dy 0z p 0z

gue son las ecuaciones de ta Hidrodindmica debidas a Euler.

4
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Sien estas ecuaciones suponemos nulas las velocidades, sus derivadas también
lo serédn, Se obtienen asi las ecuaciones generales de la Hidrostatica. Se podria de-
cir a la inversa, que las ecuaciones de la Hidrodindmica pueden obtenerse de las
de la Hidrostatica agregando a las fuerzas exteriores que figuran en ellas las fuerzas
de inercia por unidad de masa, de acuerdo con el principic de D’Alembert.

Los liquidos perfectos son incompresibles: la densidad es constante en ellos. Si
se conocen ademés todas las {uerzas exteriores, las ecuaciones ([, dan tres relaciones
entre las cuatro funciones u, v, u, p, de las variables independientes x, v, z, t. s nece-
sario, pues, establecer una cuarta relacidn para dejar determinado el sistema. Esta
relacién se obtiene de la condicion de incompresikilidad del liquido o de la invaria-
bilidad del volurnen, llamada ecuacién de confinuidad.

Supongamos un paralelipipedo recto fijo en el espacio, cuyas aristas clementales
sean ax, dv, dz. En el centro de gravedad de él, de coordenadas x, », z, la veloci-
dad tiene de proveccicnes u, v, w. Por este paralelipipedo ideal pasa el liquido. En
la cara anterior de magnitud dy dz, en el instante ¢, la velocidad se provecta en

I du
u— -~ —-—dx
2 6x
y entra en consecuencia un volumen
I du
{u——- dx) dy dz
2 ax

sale por la cara posterior, de igual magnitud, un volumen

(u + ! au—dx) dy dz
x

AN
La diferencia con el que entrd es:

fgu
ax

I du i
— 2l d dy de— -
(u Ty dz) dydz (u+2

du )
dydy dzg=— —-dx dy dz
dx
Anélogamente por las otras caras, la diferencia entre el volumen que entra ¥

sale en ¢l instante ¢ es:

av :
— — dy dz dx
dy

— 2% & dy d
gz 2w

Como no pudo quedarse nada dentro del paralelipipedo, pues el liquido es in-
compresible, se tiene:
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dy dz dx —

— dx dy dz— dz dy dx=0
dx
o sez, simplemete:
du dv g _ %)
ax ay dz

Con esta ecuacién queda determinado €] sistema de ecuaciones de la Hidrodi-
nimica del l{guido perfecto.

14. Clasificacion de los escurrimientos.-—Antes de proceder a2 lz integracidn de
las ecuaciones fundamentales en la forma restringida en que sélo podemos hacerlo,
es necesario conocer las clases de movimientos liquidos que vamos a estudiar y fa
fiomenclatura que se usa comunmente.

La forma mas interesante de escurrimiento liquido es la de corriente, que defi-
niremos como un haz de trayectorias o filetes liguidos rectos v paralelos, o de pe-
quefia curvatura y lenta convergencia o divergencia. Las corrientes pueden ser
impermanentes ¥ bermanentes seglin que en cada punto del espagio varfen o no las
cirgunstancias de! escurrimiento, que son la velocidad, la presién, etc. Las corrientes
permanentes o independientes del tienpo en cada punto, se caracterizan por la in-
variabilidad de lz seccidn normal o corte plano perpendicular a los filetes o direc-
cién de la velocidad de las particulss. La seccién normal puede, sin embargo, ser
lentamente variable a lo largo del camino de la corriente. Si ademds de no variar
una seccidn, son iguales a eila las sucesivas a lo largo del camino, el movimiento de
las particulas es uniforme, v en este caso se tienen las corrientes uniformes. Sia la
invariabilidad de cada seccién corresponds una lenta convergencia o divergencia ge-
neral de la corriente, es decir, si las secejones sucesivas van aumentando o dismi-
nuyenclo, se tienen las corrientes permaneries gradualmente variadas. En éstas las
velocidades reciben continuamente aceleraciones pesitivas o nepativas.

Se llaman corrientes abiertas, o en contorno abierto, aquellas que tienen parte
de la seccibn normal en contacto con la atmosfera, tales sor los canales, Cerradas
o-en contorno cerrado aquellas cuyo perimetro esta totalmente rodeado por paredes,
tal es una cafieria,

Algunos autores llaman movimiento variado a los cambios de magnitud, forma
de seccién v demds circunstancias del escurrimiento que se verifican en cortos es-
pacios. Nosotres lamamos  esingularidades» (1) a  estas circunstancias del escu-
rrimiento.

En canales de riego se encuentran facilmente escurrimientos permanerntes, unj-
formes ¥ variades. En cafierfss también es fcil encontrar corrientes uniformes. Las
olas son ejemplos de movimientos impermanertes. Un rebalse o vertedero es una
singularidad,

Es Gtil agregar a estas definiciones de los escurrimientos que estudiaremes, las

{1} Este nombre, que nos parece muy apropiado, ha sido dado por Beulanger, cuvo tomo []
de Hidriulien Geneni 1 lo denoming «Problémés 3 singularités et applications»,



72 Anales del Instituto de Ingenieros de Chile

denominaciones de usc frecuente en Hidriulica; dencminaciones que nada tienen de
absoluto.

1 lugar geométrico de los centros de gravedad de las secciones sucesivas de
las corrientes cerradas, €l punto medio de la superficie libre en [as abiertas, se de-
nomina gje hidrdulico.

El ¢je hidraulico constituye generalmente la més sencilla referencia de la co-
rriente. ’

Se llaman napos liguidas a los chorros que se mueven en ¢l aire cuando son
de seccidn rectangular de base horizontal. Si todas las dimensiones de los chorros
son de magnitudes comparables, se llaman venas lfguidas.

El escurrimiento por filetes paralelos que, como hemos dicho, caracteriza a las
corrientes, se verifica en la préctica en corrientes de muy poca velocidad. Si las
velocidades son mayores de cierta velocidad llamada [imite, el escurrimiento es
desordenadoe; las trayectorias, lejos de ser rectas, son tortuosas y variables de un
momento a otro; las corrientes se ven atravesadas por movimientos giratorios que
nacen en las paredes y revuelven toda la masa. Si hay superficie libre, estos mo-
vimientos son visibles por las ondulaciones de ellas,

Oshorne Reynolds, en Inglaterra, entre 1883 y 1884, hizo ver la existencia de
la velocidad limite que separa estas dos formas de escurrimientos v caleuld su va-
lor, proporcional, inversamente a las dimensiones de la seccidn y directamente a la
viscosidad del liquido. Hacfa escurrir el liquido por un tubo de vidrio, en cuyo
centro dejaba escapar un filete coloreado. Si el movimiento de la corriente era len-
to, el filete coloreado seguia una travectoria recta; si aumentaba la velocidad, brus-
camente se coloreaba toda Iz masa, lo que hacia ver que el escurrimiento se verifi-
caba en forma turbulenta, semejante a las volutas de humo en el aire.

Existen, pues, dos regimenes muy diferentes en el escurrimiento por filetes
paralelos: el propic de las pequefias corrientes v pequefifsimas velocidades, Hamado
por esto escurrimiento capilar o estratificado, (por capas), de Poiseuille {doctor
francés, que lo descubrié estudiando el movimiento de la sangre en los vasos capi-
lares}, v el turbulento de las velocidades de la préctica, llamado por eso hidrdulice.

Las ecuaciones son aplicables al liquido perfecto que se mueve con movimiento
estratificado.

En los movimientos hidréulicos se observa que las velocidades en cada punto
varian con una especie de periodicidad llamada pudsacién, cuya frecuencia y am-
plitud, mayor cerca de las paredes y que-en un mismo punto de la seccion varfa
inversamente con la velocidad, mide en cierto modo el grado de turbulencia.

(Cémo abordar el estudio de las corrientes con movimiento hidréulico, desor-
denado en sus trayectorias ¥ de movimientos siempre variables en cada punto? Se
debe a Boussinesq la aplicacién de fas ecuaciones generales a estas corrientes, las
que méas frecuentemente interesan al ingeniero.

En escurrimientos turbulentos cuyas condiciones de produccidn eran indepen-
diente del tiempo, por lo que podrian ser consideradas permanentes, demostraron las
experiencias de Bazin, que a pesar de las pulsaciones, el valor medio de la velo-
cidad en cada punto era constante en direccion vy magnitud. El tiempo necesario
para apreciar ese valor, término medio, debe ser a o menos de uno a dos minutos.

Basado en este hecho, concibié Boussinesq el mevimiento medio locl, escu-
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rrimiento hipotético en que la velocidad en cada punto del espacio es continua-
mente ¢l término medio en magnitud v direccion, de las velocidades con que las
moléculas del liquido pasan por ese lugar.

También se puede aplicar este concepto 2 los movimientos impermanentes con
lenta impermanencia, tal que al calcular los términos medios de las velocidades en
cada punto se suprima la pulsacién mas no la variacién general correspondiente a
la impermanencia. . :

Las ecuaciones generales aplicadas a los movimientos turbulentos son simple-
mente el término medio de los correspondientes a los movimientos reales instan-
thneos. ' .

La Hidraulica estudia casi exclusivamente el escurrimiento de corrientes medias
locales permanentes de agua que se mueve sometida a su peso como Gnica fuerza
exterior. Se acepta que tal forma de escurrimiento se verifica cuando las condicio-
nes externas permartecen invariables, aunque se produzea una corriente turbulenta.

Ademas, caleularemos como permanentes alguncs movimientos cuya lenta im-
permanencia no afecte los calculos, tales como vaciamiento de depésitos, por gjemplo.

Si los frotamientos son despreciables, los movimientos de los liquidos son re-
gidos por el teorema de Bernoufli, integral de las ecuaciones de Euler, que resuelve
directamente cuestiones sencillas si se conoce la forma de las trayectorias. Esto
sucede en los casos que hemos llamado singularidades, especialmente si ellas se ve-
rifican sin choques de masas liquidas; pues esta circunstancia acusa una absorcion
de energfa, cuya avaluacién se debe generalmente a la experjencia.

Movimientos en que es imprescindible tomar en cuenta los frotamientos y cue
apoyéndose en la experimentacitn se sabe calcular, son las corrientes permanentes
uniformes vy las corrientes permanentes variadas.

15. Movimiento permanente del liquido perfecto. Teorema de Bernoulli.—Apli-
queros las ecuaciones fundamentales a una particula mévil, solicitada Gnicamente por
la gravedad como Onica {uerza externa y animada de un rmovimiento permanente.
[En un tiempo elemental efectuard un cambio de lugar ds. Elijamos un sistema de
ejes coordenados rectangular orientado de modo que el eje de las Z sea vertical ascen-
dente, lo que nos da:

Llamando dx, oy, dz las proyecciones del cambio de lugar ds v notando
ademés que, por ser permanente el escurrimiento, las derivadas parciales de la ve-
locidad respecto al tiempo son nulas, las ecuaciones de [uler, multiplicadas por la
respectiva proyeccitn del desplazamiento, seran:

I o a a a ‘
0P de= — (u “ + v * + w a_u) dx
z

p dx ax —63’

! ap av v v

—_— dyz—( v w )dl
p dv “ dx + ay + dz Y

I @ dw Jw dw
L2 (u*f fffff Lty — +w——)dzﬁg dz
p Oz x ¥ dz -
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Sumadas las tres, observando que se pueden hacer los siguientes reemplazos:

u dyv=—dv=vpdx
) dt 7 !

. X
U dz=—- dz=mw dx
.t :
. dy
Y (0T = —e— QL= dy
% Gt
se obtiene:
I ofap ap ap 8w Ju
N (77—~‘ ax -+ b dv ﬁﬁ fifZ) =g dz=— (u de — . Loy C"}’ +
¢ @x a)’ az ax av
dv av or Jw
u dz +ede —— v dy —+ v de —— wdy ———— 4
+ T L ax ay 3z + i Ix e

aw 3w
+ w o dy - 4w dz )
dy

o0z

El paréntesis del primer miembro es el diferencial total de p; el del segundo
es el diferencial total de

i
—— (1% + v* 4 u?)
2
en que €l paréntesis es ¢l cuadrado de la velocidad V. Se tiene en consecuencia:

i !
—dp= g dz——d (— V?)
p 2 .

Integrando en el liquide perfectn, dividiendo por g ¥ notando que pg=+, se
tiene:

z 4 + = Cte. 3
Y

Este es el teorema de Daniel Bernoulli (lo dié a la publicidad en 1733} que
expresa que en un liquide perfecto sometido a su peso v animado de un movi-
miento permanente es constante en ¢l camino de cada particula la suma de 1a ajtura
geométrica o cota z, de la altura de presion p/y v de la altura de velocidad
Vi/2 g, Les dos primeros términes en conjunto forman la cota piezométrica, cuva
constancia defline ¢l equilibrio de los fitidos pesados. La altura de wvelocidad o la
altura representativa de la velocidad, es la altura desde donde cavendo un punto
material pesade, sin velocidad inicial, adquiere la velocidad V; pues evidentemente

de Bernoulli o simplemente Bernoull:,
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La constancia de la suma de Bernoulli a lo largo de una travectoria, demos-
trada para el liquide perfecto en movimiento permanente, se aplica a los Hauidos
reales cuando los frotamientos son despreciables ¥ a los escurrimientos impermanen-
tes cuyas variaciones lentas de régimen permiten prescindir de las derivadas par-
ciales de la velocidad con respecto al tiempo, al calcular las aceleraciones de la par-
ticula liquida en las ecuzciones fundamentales.

La constancia de la suma de Bernoulli que se verifica a lo largo del camino
real de una particula, se aplica también al camino medio local de las particulas
que escurren con movimiento permanente turbulento.

Es evidente que el teorema de Bernculli, como las ecuaciones dindmicas de
donde se deduce, es aplicable a los movimientos absolutos v a los relativos a un
sistema de comparacién animado de un movimiento recto vy uniforme.

Este teorema es la expresién del principio de la conservacién e la energia apli-
cado a particulas de un Hquido perfecto que escurre por su peso con movimiento
permanente,

Como tal liquido es incompresible, las variaciones de presidn no suponen
cambio de energia interna en las particulas; por lo tanto, los incrementos de ener-
gla cinética son iguales a los trabajos que las fuerzas exteriores efecthan sobre la
particula liguida considerada. De otro modo, equivale a decir que si agregamos [a
energia cinética de la particula a [as energias potenciales de las fuerzas. que obran
sobre ella: el peso v las presiones del liquido que la rodea, se obtiene una suma
constante.

La suma de Bernoulli da estas energias por unidad de peso. En efecto, [a ener-
gla cinética de la particula de masa m es: M4mv® ¥ su peso es m g ; luego, por
unidad de peso, la energia cinética es:

m vt 12

I
2 mg 2z

El potencial del peso de Ia particula, o sea, la capacidad de su peso para hacer
trabajo es m g z si ella estid situada a la cota z. Por unidad de peso este poten-
cial es evidentemente z.

El potencial de las presiones por unidad de peso es p/vy, es decir, que ¢l trabajo
que efectlian las presiones sobre las - particulas de Hquido perfecto incompresible,
tiene por medida, calculada por unidad de peso, la variacifn de altura de presion
desde una posicién inicial a otra final.

Las presiones son acciones interiores de la masa liquida, pero exteriores a la
particulz incompresible considerada, por lo tanto, la invariabilidad de la energia
interna, al efectuarse cambios de presidn en la particula (invariabilidad correlativa a
su incompresibilidad), exige que las variaciones de presién se conviertan en varia-
ciones inversas de cota o altura de velocidad. El trabajo positivo o negativo que
las presiones efect(ian sobre las particulas es igual v de signo contrario al que reali-
zan sobre las partfculas circunvecinas v ocasionan en ellas una variacién inversa de
cota o altura de velocidad,

La altura de presién va midiendo estos trasportes de energia de una particula
a otra. Un aumento de altura de presién en la particula eontemplada, . indica que
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la energia cinética o la potencial de su peso que se ha perdido la adquiere otra u
otras particulas y puede valver a ella si desciende nuevamente la altura de presion,
Aun en los liquidos naturales compresibles, pero elasticos, es insignificante el
aprisionamiento de energia dentro de cada particula, en comparacién con la varia-
cion de p/y, cuando la presién aumenta; lo que permite la extensién practicamente
exacta, de [o anteriormente expuesto a los liquidos naturales.

Como confirmacidn de lo expuesto en el parrafo anterior, calcu-
faremos la energia interna que se almacena en una particula lquida
de volumen inicial V, que se comprime por efecto de un aurnento
de presion p (fig. 13). Schre un elemento dw de su superficie existe
la fuerza p dw que efect(ia un trabajo p dw dx. La integral de los dw
dx, extendida a toda la superficie es ¢V y la energfa total almace-
Fig. 13 nada en una variacién desde un volumen primitivo V, al final V. es:

Vi

pdv
v

a

Por cada atmdsfera en que se aumenta la presién, un volumen primitivo de
agua disminuye en G.0000F V,; por lo tanto podemos escribir, si aceptamos que
la variacién de volumen sea constante:

av 0,0000%

dp 0000 v

0.00005
I _ 000005
uego V= o0 V-

En una variacidn de presién de p, a p la energia interna por unidad de peso
almacenada serd, (reemplazando dV por su valor en funcion de p):

0,000 000 005 b 0,000 600 000 005 R
v W[ wes T e

5i suponemos p, =(' y p==100 000 Kg/m?, es decir, una variacidn de presién
cuva altura representativa es 100 metros de ague, la energia total almacenada por
unidad de peso serfa 2,5 ¢m., despreciable ai lado de los 160 metros. .

Son confirmaciones experimentales del teorema de Bernoulli todas las cuestiones
de Hidraulica que en él se apoyan: pero una comprobacién directa la constituye el
curioso experimento verificado por Déndt Banki. {Energia-Atalakulasok Folya-
dékokban, Budapest 1920, pag. 5). :
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En el aparato dibujado en esquema en la fig. 14, abriendo la llave Af se deja
escurrir el agua del estanque por el tubo MN. El trozo A de dicho tubo era de
goma de paredes muy delgadas, de maodo que
las presiones interiores y exteriores se transmi-
tian {acilmente. El trozo A va cubierto de
una ampolla de vidrio B unida a un tubo de
goma més gruesa, pero flexible, que permite,
subiendo o bajando el embudo, aumentar o
disminuir la presién en la ampella B. Se nota
que al subir el embude, o sea, al aumentar ia
presion en B, el tubo de goma A se hincha;
por el contrario, se contrae al bajar la pre-
sitn. Esto comprueba que transmitido al inte-
rior del tubo A" el aumento de p, debia
disminuir »2/2 g; lo que para verificarse
necesita aumento de la seccién de escurrimiento, es decir, dilatacidn del tuho de
goma y vice-versa. Bénki hace notar que se producen vibraciones del trozo de goma
por efecto de las variaciones de presién, para las cuales no ve una explicacién sa-
tisfactoria. En el laboratorio hemos observado las mismas vibraciones, notando en
la goma, que facilmente se rompia, solamente la tendencia a hincharse ¢ a contraerse.

El teorema de Bernoulii tiene representacién gréfica sen-
cilla. Si & lo largo de la trayectoria real o media local de % — : F
cota z (fig. 15) se agrega la altura de presién y la altura de 3
velocidad, se obtiene la traza de un plano horizontal, llama-
do plano de carga dindmica o simplemente plano de carga. La
linea que sepa-a las alturas de presion de las alturas de velo- R
cidad se llama linea piezométrica, pues es la linea hasta donde 3

r4

Fig. 14

llegaria la columna de liquido, colocando piezémetros distri- 2o
buides a lo largo de la trayectoria del filete. ' _L

La trayectoria o lugar geométrico de z, 1a linea piezomé-
trica y el plano de carga no pueden cortarse; pues las alturas Fig I5
de presion y de velocidad son siempre positivas. Méas a(n,
para que el escurrimiento de los liquidos naturales se verifique en forma continua,
la altura de presién ni siquiera puede bajar de un cierto valor que depende de la
naturaleza del liquido y de la calidad y cantidad de gases disueltos, que en las bajas
presiones tienden a desprenderse, formando vapores que cortan el escurrimiento.

Para los célculos ordinarics de la Hidrdulica se descuentan los 10 metros de la
presidn atmosférica; suelen asi resultar presiones negativas.

Ejrmpro.—En un punto de la trayectoria de un filete de cota [.50 m., la presion
esde 3 Kg:em? y la velocidad es de 2,5 m:seg. Se quiere conocer la presion en otro
punto en que fa cota de la trayectoria es de 0,50 m. y la velocidad se ha aumentado
a 3 m;seg.

La presién en el primer punto es de 3 Kg:cm?, es decir, 30 600 Kg:mt, y la al-
tura de presién es :
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La altura de velocidad inicial, obtenida de la Tabla N.° 1, en la cual, frente a cada

valor de h viene el de lbgih, es de ¢,32 m. Esta tabla se ha calculado tomando
para g el valor 9,8 m:seg?, valor de la aceleracidn de gravedad en Santiago. Por lo
tanto la suma de Bernoulli vale:

154+ 304+032=3182m

2

v
En el segundo punto la altura de velocidad es o= 0,46 m. Luego se tiene
&

3182 =050 + _[J_+ 0,46
Y

£
v

= 30,86 m. b = 30860 Kg:m*.

16. Corrientes liquidas. Gasto.—Las corrientes, definidas como haz de filetes rea-
les, 0 medios locales paralelos, constituyen la forma de escurrimiento que mas inte-
resa en Hidriulica. En ellas, la magnitud que tiene mayor importancia es el gasto o
caudal, que es el volumen liquido que pasa por una seccién en la unidad de tiempo.
Definiéndolo en forma analitica para abarcar corrientes impermanentes. diremos que
es la razén entre el volumen elemental gue pasa y el tiempo elemental que demora

en escurrir:
dv

g =

Tt

Si u es la velocidad de escurrimiento de un filete en el instante considerado,.
cuya seccion normal es dw, el volumen elemental que escurre en un tiempo dt es un
prisma de altura udt v base dw, por lo tanto el gasto elemental del filete es:

udtd
q="'-'-—&-t-‘-‘f" = y dw

El gasto total de una corriente de seccibn normal 2 es:

Si la seccién no es normal a la velocidad, se considerara la componente normal
en cada filete. En escurrimiento turbulento la velocidad que se ha de considerar en
cada filete es la media local. '

Se llama velocidad media al término medio aritmético de las componentes nor-
males de las velocidades de todos los filetes de 1z corriente o, en otras palabras, a
{a velocidad que multiplicada por la seccion da el gasto:
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Q
U:I— udw=£
2 Q

o]

En una corriente permanente el gasto que pasa por todas las secciones s igual
y, por lo tanto, se puede poner:

Q, U= @ Us=cte.

de donde se deduce:

U, %
U, o

es decir, que las velocidades medias de corrientes permanentes guardan relacién in-
versa con las secciones respectivas. Si las seccicnes son circulares, la razén de las
velocidades medias sera inversa del cuadrade de les didmetros.

Este hecho constituye la condicién de continuidad de liquidos incompresibles
gue escurren con movimiento permanente.

En liquidos incompresibles con movimiento impermanente, la condicién de con-
tinuidad se obtiene, relacionando la variacién del gasto a lo largo del camino, con
la de la seccion en el tiempo. En efecto, considerando el volumen liquido encerrado
entre dos secciones gue distan ds y cuyos gastos son: '

Q ¥ Q-+

entra por la primera seccién un volumen: 2 dt

al
as

y sale por la segunda un volumen: (4 + ds) at

La variacién de volumen es, pues:

a0 , aQ
ds) dt= — ———dsal
ds ds

Qdt —{(Q +
La variacién de seccidn que a este incremento de volumen corresponde ¢s:
—e— it}
at
expresado en {uncién de ella, el incremento de volumen es,

ag
2 drds
at



30 Anales del Instituto de Ingenieros de Chile

lLa jgualdad de las dos expresiones de la variacién de volumen, debida a la in-
compresibitidad del liquido, se expresa:

a Ja
_2Q ds dt =-— - dids
ds ot
90 a0
%.. e e =
s Bi

ecuacion que manifiesta que la variacion de gasto por unidad de longitud es igual y
de signo contrario a la variacién de seccién por unidad de tiempo.

L.a nocién de gasto nos da otra demostracién del teorema de Bernoulli por me-
dio de la aplicacion del tecrema de las fuerzas vivas a un filete de liquido perfecto,
de seccién elemental, que escurre con movimiento
permanente, solicitado por. su peso como (nica
fuerza exterior.

Apliquemos el tecrema a la masa liquida que
escurre en un tiempo infinitesimal df por las sec-
ciones normales sucesivas, desde una situacidn
inicial A (~ig. 16) hasta otra final B a donde

llega al czbo de un tiempo finito. La permanencia

J del movimiento dice que por cada saccidn la masa

"""""" - elemental que escurre demerord en pasar el mismo

tiempo dt, lo que equivale a decir que el gasto d}

es constante. bl semi-incremento de la fuerza viva

de la masa considerada, desde A a 3, si U, es la velocidad con que se traslada en
Ay Uy la velocidad en [3, serd:

dQd : :
TR U
g 2

Esta cantidad ha de ser igual al trabajo que las fuerzas que obran sobre la
masa, efectdan desde A a B. El trabajo del peso, si z, y z: son las cotas del
centro de gravedad en las posiciones inicial v final, ser:

¥ (52 dQ di

Las otras fuerzas exteriores son las presiones que obran sobre la superficie de
la masa considerada. Las que obran sobre la envoliura cilindrica son normales a
ella y dan proyeccién nula sobre el camino; por lo tanto, su trabajo es nulo. Que-
dan las de las secciones planas que la limitan, pues podemos considerar la masa
como un prisma recto. En su posicién inicial, 1a presién p, dw, que obra paralela
al camino, trabaja a lo largo de U, dt; pero llegada la seccién posterior a la sec-
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cibn MN (fig. I7) la presion es igual vy de sentido contrario a la que obraba en
ese punto cuando en la situacién AIN estaba la seccidn anterior. Desde ahi las
presiones sobre las caras anteriores efectdan un trabajo

igual v de signo contrario al de las presiones en la cara U dtrl

posterior. Queda en B un salda de trabajo; —pa dw; 8

A
Los frotamientos o componentes tangenciales no w N

existen pues, por hipdtesis, se trata del liquido perfecto,

y la energia interna no varia por ser el liguido incom- Fik. 17

presible. En consecuencia, se tiene:

v dQdt

3 : (Uﬂl_ Uzo) =Y dQ dt (Zg_zx) + ba Un d""’n dt — [ Uy da dt

Simplificando v notando que:
da, Uy=dw, U, =d(}
queda:

U,
22

o Uau i
Po f o pg By
¥ 2g Y

Z,+

que e5 la expresion del teorema de Bernoulli.

Las corrientes definidas como haces de filetes reales o medios-locales paralelos
o de curvatura muy pequefia, presenitan una cualided que simplifica mucho los
chleulos. Ella es gue en la seccidn normal rige la ley hidrostdtica,

En efecto. tomemos en ei seno de una corriente un sistema de ejes coordena-
dos, dando al eje de las X la direccidn de la corriente
(fig. 18) v colocando los ejes Y v Z en la seccidén nor-
mal de modo que el primerc sea horizontal. Si acep-
tamos que las componentes v* y w’ de la aceleracian
de las particulas seg(n estos (ltimes ejes son nulas, y
tomamos en cuenta que la componente Y de las fuer-
zas exteriores es nula, v que £ vale—g cos i, siendo
i el dngulo que forfMa el haz de fletes con la horizon-
tal, las ecuaciones de proyeccion sobre los Gltimos ejes, son:

I odp
p dy

I dp .
— ——=—ygcosi
p dz i

La dltima ecuacién es la expresidon diferencial de la ley hidrostatica v la de
proyeccion sobre el eje Y la confirma, pues dice que ¢s nula la variacién de pre-
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:si6n en la horizontal. Si existe superficie libre la seccién queda limitada por ella
ef una recta horizontal.

La ecuacién dindmica sobre el eje de las X es frecuentemente estudiada intro-
duciendo en ella los frotamientos. De ella se deduce 1z ecuacidn generzl de las co-
rrientes permanentes.

17, Extensién de la suma de Bernoulli a toda la corriente.—I1 teorema de
Bernoulli demostrade para un filete

=cle,

z+£+
Y

uz
2g

se puede extender a toda la corriente, entre dos secciones en que rige [a ley hi-
drostatica. Si queremos calcular el valor medio de la suma de Bernoulli que co-
rresponde en cada seccidn al caudal que pasa en la unidad de tiempo por ella,
multiplicaremos los Bernoulli de cada filete por d(, gasto de cada uno, integraremos
de ceroa Q y dividerermos por Q.

! Q b u
. — b — }dli=cte. 11
Q o(z+7+2g)Qcm (

Notando que en esta ecuacién z 4+ p/y es la cota piezombtrica idéntica para
todos [os filetes, porque en la seccion rige la ley hidrestética, y que por lo tanto
vale lo mismo en todos los {ileles. Se obtiene:

P P Qs
¥ Q 2z
[v]

7 dQ=cte. ({a

Poniendo en vez de Q su valor 2U; v udw=d( tenemos:

2

P i .
z+7+7g§-g , widw=cle. {(I1b

Si para el céleulo del valor medio se toma como coeficiente de importancia la
seccin elemental de cada filete, equivale a decir que se quiere calcular el valor
redio de la suma de Bernoulli del agua comprendida, en un instante dado, entre
dos secciones infinitarente préximas, Come las secciones sucesivas van cambiando
en el movimiento varjado; para tomar en cuenta también esta clase de corrientes,
ne podriamos multiplicar el Bernoulli por los elementos de 4rea e integrar, pues no
se conservaria.la constancia, Encambio al derivar el Bernoulli de un filete respecto al
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camino se obtiene una cantidad nula, puesto que es constante, ella después de irite-
grada también serd nula. Dicha derivada es:

dz I dp u du

e N S Y

E "yds gds

Multiplicando esta ecuacion por dw, integréndola entre cero y 2 y dividiéndola
por © tendremos, en forma andloga a la ecuacion ({1:

ududw() (12
IRCEERAS S

La suma de los dos primeros tériinos del parenteSIS constituye la derivada
de la cota piezométrica, igual para todos los filetes porque rige la ley hidreostatica,
y por lo tanto tiene un valor constante en toda la seccidn, podemos, €n consecuen-
cia, escribir esta ecuacién como sigue: ‘

| 1 dp : .
— —_ —— U dw=0 2
ds ¥ g ds ude= (t2a

Nada se altera si en el integral del tercer término introducimos dentro del
signo derivada el gasto constante udw del filete, que estd fuera de &l. Ademas, in-
virtiendo el orden de la integracion y la derivacién respecto al camino, podemos
escribir finalmente la ecuacion:

ARSI L L 2
ds "y ds ' owg ds ) N7 e

Tenemos, pues, dos integrales anflogas en las ecuaciones {(J/b y (/2b; para
encentrar su valor, en funcion de la velocidad media U, escribamos que la veloci-
dad de un filete es igual a esta media més un exceso w, positivo 0 negativo

u=U+uw
w
podemos escribir % - | 4+ —;7;

el cuadrado de esta razdn es:

SEEENE
U _—; U U
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v el cubo
(505 (2)+(2)
U U U u

Multiplicando la primera, segunda y tercera potencia de la razon u/U por dew,
integrando de cero a @ y dividiendo por @, se tiene:

i 1]
- —dw I 4+ — ——a’
+ 2 w
Q
i w i w?
N B J; —d 2 .
o Ou=d” g _[U ”+nf s
. a
i 44
—_ —d—I-I— ——fw-i-
Q
o

El primer miembro de la primera de estas ecuaciones vale la unidad, pues

8 .
j udw es el gasto Q de a corriente dividido por si mismo @ U; luego el integral
[

1 w . . .
—] —de, es nulo, lo que era evidente al considerar que este integral es el

término medio de las diferencias de las velocidades individuales con la media.

Aparece dividido por el gasto QU que no afecta su nulidad. En cambio el inte-
i o w?

gral - o dw no puede ser nulo, y es siempre positivo cualesquiera que sean los

signos de los w individuales. Este integral es llamado generalmente 5. En la Gltima
9 3
ecuacion aparece el integral — el dw, cuyo valor es generalmente muy pequefio,
& Uj
pues en £, los excesos positives al cubo que son por esto pequefios, tienden ademés
a ser compensados con los negativos. Este integral generalmente despreciable lo
lHamaremos 8.
Podernos, pues, escribir Ia segunda v tercera de estas ecuacionss :

I 2.
- wde=!+p=a' (13
Qs
o
I & .
ot wde=!+3g4B=a (14
QUi f,
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Estos coeficientes numéricos o' y. a (1), como generalmente se los designa,
entran e¢n el valor de los integrales que nos interesan, pues de aqui obtenemos:

(£
wdw=a QU?

Q

{1
Wdun=ag QL1

Introduciendo estos valores en las ecuaciones (/16 y 12k, tendremos respec-

tivamente:

2

=cte. i¥
2g ¢ (

z+£+ﬂir
¥

dz ! dp {4,
B Tl i TN QU= 15
ds+7ds+ﬂgds(“ _) v

Sacando fuera el gasto constante esta Gltima ecuacion es:

iz I dp U d

’ .

I + Y ds + P (o’ U) =0 ‘ {i6

La ecuacién (15 nos dice que la energia cinética media de toda la corriente se
obtiene multiplicando la altura de velocidad media por el coeficiente a. Los coefi-
cientes o v o que elevan el término medio aritmético U a términe medio cuadré-
tico son siempre superiores a la unidad, v tres veces superior el exceso de e sobre
la unidad que el de a’. Ambos se miden por medio de 5 que depende de las dife-
rencias relativas de velocidades v no de sus valores absolutos en la seccion. Vere-
mos en el estudio de las corrientes, gue en movimiento uniforme su valor es cons-
tante ¥ depende de la rugosidad de las paredes. En régimen gradualmente variado
las variaciones de a v « son inversas de las de L?/2g, v en general loc mismo su-
cede en las singularidades en que varia U%/2g entre dos secciones en que rige la
ley hidrostatica. En efecto, al pasar de una seccidn a otra, si en ambas rige la ley
hidrostatica, la cota piezométrica tiene un valor comn para todos los filetes en cada
una de esas secciones. Si hay variaciones entre ambas secciones, en la cota piezo-
métrica comln, es porque la diferencia se ha convertido en altura de velocidad.
En otras palabras, todos los filetes reciben incremeritos iguales de altura de velecidad,
es decir, varfan su velocidad en una misma cantidad; por lo tanto, si ese incre-
mento es positive, todas las velocidades de la segunda seccién tienden a igualarse,

(1) Las denominaciones de g para el coeficiente 1 + 34 v de o' para el 1 + 4 son universal-
mente seguidas, a excepcién de los autores italiancs Masoni y Spataro que las invierten,
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si es negativo, sus diferencias relativas han aumentado. La experiencia confirma
este l6gico razonamiento.

En el liquido perfecto, libre de frotamientos, en que el Bernoulli se conserva,
se puede encontrar una relacién entre las variaciones de 3 y las de [J. En efecto, si
derivamos la ecuacidn (5, con respecto al camino, se tiene:

dz ! dp d U’
vy e )=" (16a
lgualndela con la ecuacidn (16, se obtiene:
—— ) -g— E (a U} (17

reemplazando e y o por sus valores en funcidn de 5, multiplicando por ds v por ¢
obtenemos:

d [(f +3) %]=Ud [(H-n} U} ur

ejecutando la diferenciacién indicada:

3
(I+39) UdU + —Z—U”a"q=(1+’4) UdU+LUe dg (8
ﬂ=—ﬂ- {I8a
U 9

Esta relacién manifiesta que las variaciones relativas de [a velocidad son inver-
sas y cuatro veces mayores que las del coeficiente .
Integrando esta expresion obtenemos:

4 Log U=—Logn+ cte.
aUt=cle. - (18b

De la ecuacién {/8a, podemos obtener el valor de dy que reemplazado en la (/18
nos da la identidad

n
(] ~3y) UdU=(1~3,,)d-2_

o si dividimos por g v por ds obtendremos en cada miembro de la (/7

d Ua
3 —
( w ds 2

9
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Recordando que los miembros de la (17, son los Gltimos términos de la (f5a, y
de la (16, tendriames la ecuacién completa:

d i d d
SR T T L'y Qo
¥y ds ds

ds

eguacidon que demuestra que si se quiere calcular las variaciones de Ia energfa ciné-
tice entre dos secciones, computadas éstas por las alturas de velocidad media, es
necesario multiplicar su diferencia por un ntimero menor que la unidad, como lo
habia previsto Dupuit (1) y manifiesta el error en que incurren algunos hidraulj-
cistas que al poner

[.Il1 b Ljn2
2g

7

atribuyen a & el valor de =1 3 4, coeficiente que es siempre mayor que la unidad.
La ecuacién (20, multiplicada por ds es integrable:

et 2 Uy
d(Z+ —;'*) +E? (1—? n)dU'=0
zet f_“_ Ug
Y

El integral del segundo término lo podemos hacer encontrando un adecuado
valor (I —37%') que sea el valor medio de este coeficiente en el campo de integra-
cidn: como los valores sucesivos f—3 ¢ en todo dicho campo son menores que la
unidad, loserd también ese valor medio (I ~3 ") que ha de multiplicar a la dife-

s U;’ - Uaz
rencia — .. .

2z

Integrando se tiene:

Z1+ — g — +(]*gq') -——;—-— :0
de donde se deduce:
Ulz“ Un’
; 13 = 2e > ]
L] Zn+ﬁ--—z.-—-— bPr
Y

" (1) Dupuit: Trudes theoriques et practiques sur le mouvement des eaux courrantg, 1843, pags,
69 y siguientcs,
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ecuacién 'que nos dice que entre dos secciones de una corriente de liquido per-
fecto es mayor la diferencia de alturas de velocidad media que las diferencias de
cotas piezormnétricas entre ellas o, como podriamos decir, que ¢l rendimisnto de las
energias cinéticas computadas por las velocidades medias es mayor que la unidad
Aigunos hidraulicistas asignan a a=/ 4 75 un valor Gnico tal como 10/9; tal
valor no es real. En movimiento uniforme turbulento ha dado Bazin relaciones ex-
perimentales que deben tomarse en esos casos; en movimiento gradualmente variada,
demostraremos que puede prescindirse de a ¥ en las singularidades (1) debe acep-
tarse o de acuerdo con las circunstancias del fendmeno en estudio. Més vale tormar
en todojcaso a=/!, como lo hacen muches autores (2) que apartarse de la unidad
en distinto sentido que el exigido por la teorfa
y la experiencia (3}.
EjampLo—En un canzal rectangular se
" conoce en una seccibn AA (Fig. (9) la ley de
reparticitn de velocidades en una vertical, que
es dada por la expresién

2
u=2—TI’ €n m:seg.

En esta expresién u es la velocidad a la

Fig. 19 profundidad x, contada desde la superficie li-

bre. Laprofundidad totalen AAes ki, =1,50m.

Se pide calcular la profundidad en otra secciétn DD, en que el fondo ha subido

0,4 m, sien AA y DD rige la ley hidrostética y es aplicable al tecrema de Bernoulli.

Para calcular la suma de Bernoulli en AA necesitamos conocer la velocidad me-

dia U4 v as Haciendo el calculo por unidad de ancho, calculemos previamente el
gasto.

(1) Bazin da aguas arriba de vertederos valores de @ variables entre 1,4y 2,43, producides
por retardos contiruados de velocidades muy pequefias (entre 0,3 y 0,4 m:s), en canales de pare-
des muy lisas. Son ademés valores deducicos en forma indirecta. En canales e tierra, con retardos
de velocidades, de magnitudes absolutas mayores, hemos medido directamentc valores de & que
Hegaban al valor maximo 1,60. En movimientos ifeales estratificades, uniformes, ¢l cilculo da &=2.

(1) Lang {Hixtte).— Russell : Text-book on Hydraulic {Tecnolégico de Boston) 1921.— Me-
rriman : ‘lreatise on Hydraulic 1916 - Weyrauch : Hydrauliches Rechnen 1921 (Hochischule
Stutrgart).- - Forchheimer : Grundriss der Hydraulik 1924. —-Salas E : Escurrimienta variado 1923
Boudin : L 'axe hydraulique 1863 --—Spataro : [draulica teorica e sperimentale 1924, En  general
los autores francesss que siguen a Saint Venant v Boussinesq aun [o conservan y algunocs como
Mouret hacen valer en escurrirmiento variado los valores dadas por Bazin para e} movimiento uni-
forme, lo que es inageptable.

(3) 5i se trata de caleular la cantidad de movimiento media del caudal que pasa en la unidad
de tiempo por una seccidn, Gtil para numerosas aplicaciones de la Hidriulica, aparece natural-
mente ¢l coeficiente ya definido antes @', En efecto, el gasto elemental « dwy, cuya masa es /g
u dt tiene una cantidad de movimiento Y/g w? dw;la de toda la corriente es

§2
Ut do=—arQ U»
g

.

[+
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2 Nde=2x%[5 7><]5 2.2 m*
= — = ——X——= m
Q (e ee= 373

o
La velocidad media es entonces

3

to

5

U=—"—=] 350 m:sg.
150

La aliura de velocidad correspondiente, encontrada en la Tabla N.© 1, es

—i =(,1148 m.
2

s}

Para tener exactamente 3, que lo necesitaremos después, calcularermos prime-
ramente a'={ 4 q.

} 15 s
em L 1— = uYd
FATLBKIS) ( 3 x) *

(4 8 ],51+4 1,55_)
o4= ??5><15 XlS—=5 3 o 5

o 4= 10888 aa=0,0885

De aqui podriamos deducir

ap~1+39=1267

1
. i il
Caleulando @, directamente por la expresion o .[ U de
3
results as=1,279
lo que quiere decir que B=0012

La altura media de volocidad en AA, que excede algo a la altura de velocidad
media, es:

U ]
@, - 2"_=1,27><0,115=0,146m.
. _

Por lo tanto, la suma de Bernoulli media de la corriente, contada desde el
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fondo en AA, si notamos que la cota piezométrica es, por la ley hidrostética, sim-
plemente la profundidad:

Bo=1540,I46=1646 m.
La suma de Bernoulli en DD, contada igualmente desde el fondo, es,
Bp=1,646—040=1,246m.

y debe satisfacer la ecuacién:
U 2
BD:hD -J— apn _‘Z__D-k "*1’,246 m.
£

Debemos notar que ap=1 + 3 5, debe eumplir la relacién:
74 Upt=np Up'=cte.
Caleulando con los elementos ya conocidos de [a seccidn AA, obtenemos:

14 Unt=0,0888X1,54=0,450

Uy . .
Para caleular hp, ap ¥ S procederemos por tanteos, suponiendo previamente
g :

ap=/. Tendriamos, reemplazando la velocidad por su equivalente, en funcién del
gasto, la ecuacion de tercer grado en h:

Q'z

Bp=hp + :
28 hp

que para Bp=1246 y Q=225 md*seg. se satisface (1) con hp=09% y con
hp=0,65 m. Tomaremos Gnicamente la mayor. La profundidad efectiva es algo
menor, pues ap es mayor que la unidad, aunque por la disminucidn de 4 (de 7,50
a cerca de / m.) la velocidad ha aumentado ¥ « ha tendido a la unidad.

PPara h=0,9% corresponderia

225
T 099

=227 m:seg.

(1) En este mismo capitulo, poco después se encuentra el método para calcular las alturas de
agua de esta ecuacidn, eliminando la ecuacién de tercer grado.

Las dos rafces positivas son iy =0,99 m. y la=0,65. Al estudiar las corrientes abiertas se fijard
el criteric que demuestra que es vilida aqui solamente la aceptada: h=4,99.

(2) Esta afirmacidn se demuestra en este mismo capitulo, poco més adelante, al decir que Ing
rios pierden Bernoulli con la aftura,
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Este valor reemplazado en » Uf=0,450 nos darfa 5p=0,0/76 y por lo tanto nos
da idea del valor de wp=1i+43 4p=i,05, Como multiplicado este ap por
Up/2 ¢ del primer tanteo llegariamos a un Bernoulli mayor que [,246, €s necesa-
rio bajar hp (2) para un segundo tanteo,
Después de tantear se obtiene:
T

hp=0944 Up=235m:seg. IZJD =0,29m,
£

Uy
np=0,014 ap=1i,042 ap %-20,302
valores que verifican las ecuaciones
Up hp=0=2,25 m3:seg.

U,
hD+aD~i~=BD=1.246 m.

Es Gtil observar, para terminar, los siguientes resultados obtenidos:

U :7U z o U - U a
wﬂﬂ_"_=o,138m. o ng“" A ~0,156m.

Por lo tanto, el coeficiente o” =(/ — 3 4"} que multiplicado por
UDI I U_,l\z
lg

nos habria dade la diferencia de energias cinéticas medias entre ambas secciones,
habrfa valido:

es decir, como se dermostrd, menor que la unidad. La diferencia con la unidad es
precisamente | —0,83=34'=0,17, o sea, corresponde al valor medio 5'=0,056 .
Este valor esti efectivamente comprendido entre g,=00888 y gp=0,0140, cuyo
término medio aritmético es:

na+up 00888 40,0146

=005
2 p 0514

muy parecido al de 4'. Lo que hemos llamado rendimiento seria:

] I
a ez | 205
& 1—3q

mayor que la unidad, como quedé dicho,
{Continuard).





