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Una ecuacion de estado
en los gases

[NTRODUCCION

N el niimerao de Mavo de los AN:LES aparecid un trabajo mio con este
titulo, rero entonces yo no expuse el camine que segui para legar a dicha
ecuacién. En el presente articulo voy a indicar los calculos y las conside-
raciones que tomé en cuenta.

Yo queria ver si la teorfa de Plancl era vélida en los gases. Apllque entonces
ios dos principios fundamentales de la Termodinimica a esta teorfa, y utilizando una
transformada en [ y Z. pude f4ciliente obtener una ecuacién de estado y compa-
rarla con las ecuaciones de estado méas importantes va conocidas en Jos gases. Las
cantidades auxiliares Z e I son como va Jo indiqué anteriormente

ENERGIA INTERNA EN LOS GASES

[La presién interna p, tiene por expresion

U
PeraA ( v )T

luego se tiene para la energia interna

Uz (T) —I—V‘,(A pdv
Haciendo
p(T)=c'T

abtenemos

3 ] )
1) U=c'T \1 + .’_ApTd v )
[+
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La cantidad ¢’ es aproximadamente una constante igual al celor especifico del
gas real cuando éste se encuentra muy préxime al estado perfecto.
Para una ecuacion de estado cualquiera se puede calcular la integral que figura
en la férmula anterior por la relacién conccida

W BP

que deberd expresarse eligiendo como variables v y T.
Designando ghora.

p (v—b)

R'T
la ecuacidén {1} se puede escribir en la forma:
3) U=c'T(1—KZ v)

siendo K aproximadamente una constante. Un gran nimero de ecuaciones de estado
propuestas por diversos fisicos, nos dan para K una funcidn que sélo depende de v,
como se indica a continuacidn, [a férmula de Reiganum indica gue también la
temperatura ini'uye, pero débilmente, en ¢l valor de K.

Para un gas monoatémico se tendria, seg(n [Dieterici:

v
K= v-—h
y coma la constante b es aproximadamente igual a un tercio del volumen critico,
resultaria que K difiere muy poco de la unidad para un gas monoatémico, segtin Die-
terici.

Los cileulos indican para K los valores que he anotado a continuacion para
diversas ecuaciones de estado muy conocidas en los gases.



68 4qgleswdei Instituto de Ingenieros de Chile

Ecuaciones de estedo | Valores de K ‘ Observaciones
|
. | | B
Van de Waal, Lorentz, Boliz-, AR’ v !R’ es la constante muy cono-
man, Planck, en gases mo-| ¢ (v—Dh) i cida y se tiene

noatonmicos
AR'=C’-¢'

my AR’y |Laecuacidn de estade de Die-
Dos ecuaciones propuestas( 1+ T)

! (V o b) terici es

por Clausius )
(s 2)e vosr
¥ su presidn interna es
AR’ v | a
i ici B 5
Dieterici PR TR, .

5
y dicho autor da n=y

l.a funcion K, gue como se ve por los resultados del cuadre es aproximada-
mente una constante, tiene gran importancia en el anilisis que yo hago a conti-
nuacion.

NUEVA ECUACION DE ESTADO EM LOS GASES

La relacién establecida por Planck entre la entropia, la energia interna v el

quantum = €s:
) [SF U \
. log
£ £

4) sﬁR{r(1 +_,[£.L) log (1 n

En esta ecuacion R es la constante de Planck; por log designamos un Jogaritmo
neperiano. Su demostracién puede consultarla el lector en la traduccién espafiola
de la obra alemana, Reiche, «<Teoria de los Cuantar, pag 16t

Yo me propuse determinar la ecuacion de estado que corresponde a la expre-
sién de Planck (4) v hacer en seguida una comparacion con las ecuaciones de esta-
do propuestas por otros fisicos, como las de Clausius, Van der Vaal, Boltzman; es
el objeto del presente trabajo.

Segln los dos principios fundamentales de Termedindmica.

U;
2

TdS=dU+ Apdy

de donde
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85y _ L
(5U v T

Aplicando esta relacion se deduce de {4)

siendo

Ry
H 6§ U, fv
U,

X
s(‘;

se llega entonces a la célebre formula de Planch.

Si se admite que el término sea despreciable ante la unidad,

Vv

el
Introduciendo ahora la constante de Einstein, tenemos como expresion de la
energia interna

5) U= _._%23&

siendo f una funcidén del volumen especifico v o exponente de la temperatura una
constante. S5i e fuera cero = dependeria sdlo de v. Apliquemos ahora una de las fun-
ciones de Massieu, muy conocidas en Termodinamica, definida por las relaciones

siguientes:
; H
Ut (__T
6) 3T 7w
& 1[
- =A
( 6 v ST P

Reeplazando el valor (5} de U en la primera de las ecuaciones (&) v efectuan-
do la integracion

8
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H aR &
— — I4
T T4 + a log \1 — RT ) \Z

Despreciando F {v) y aplicando la segunda de las ecuaciores (6):

ae

(I +a) (e;;:ml)

Se sabe que la presién interna es dada por la expresién

-(9),

v entonces de la ecuacidon {5} obtenemos:

7) Ap = —

R T

) Ap= 2 1
STR. RT \em )

De (7) v (8) se deduce haciendo

9 z=—(tafi— —=— )
“(1 R’J‘(em_-—:)

De ecuaciones (3) y (5) se deduce
as

¢TI —KZy) =

eRT —

De (5) obtenemos facilmente desarrollando en serie la esponencial, y pasando
al limite una relacién entre las constantes

Ra=¢
y entonces

10) | —~KZy=

£
.
RT(eRTml)
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De (9) y (10) s= deduce:

= —(l+a) [l—er (—K I

z
N
eRT -

1—KZy

y designando por L un logaritmo neperianc:

—

i
RT i —KZvy

& €
Reemplazando ahora e®T y  gr7 expresados por las dos Gltimas ecua-

ciones en (10)

-
o

1 4!“ ——— e

1+ g

1

(A by Yyero e
\ira T y) [ KZy

siendo

=2k i)
U P B

4 (| -
Si = dependicra Unicamente de v resultarfa que « seria cero y entonces ten
driamos

1+ 2

=L -
Z+Ky) I—KZzy

relaciones que deberfan ser rigurosas si la teorfa de Planck fuera exacta.
En el caso més general que analizamos haciendo el desarrollo en serie y pa-
sando al limite se obtiene

i
14+ a

K =

¥ las ecuaciones generales podemos escribirlas: -
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12) .

Hemos demostrado al principio de este trabajo, gue las eeuaciones de estado
propuestas por diversos fisicos dan para K una funcién que depende sélo de v,
pero el andalisis de 1a teorfa de Planck indica que K dependeria de v y T, y gue si
I dependiera s6lo de v, la presién interna seria nula. No haré la demostracién.
que, por otra parte, es sencilla.

Como las ecuaciones de estado més conozidas dan para K un valor aproxima-
damente constante, admiti al principio como ensayo en ecuaciones (12} un valor
constante. Los grificos que acompafio dan a conocer {a importancia de estas ecua-

3 3
ciones. Haciendo K= 5y K= 7 obtenemos dos curvas que corresponden aproxi-

madamente a las de Clausiuis y Van der Waal, res;ectivamente. E$ interesante
acdemés observar la comparacion con la ecuacidn de estado de Boltzman. Un mejor
acuerdo con las curvas de Clausius v Van der Waal se obtiene con los valores
K=0,66 vy K=1,32, respectivamente,

Se observa facilmente que las curvas logaritmicas para los diversos valores de
1< se deducen fécilmente de la curva trazada con K=1; basta multiplicar las or-
denadas de esta por una constante. De esta misma propiedad gozan las curvas re-
presentadas por la ecusacion genersl

[(1+aZ)=1

que expresan, como hemos visto, las ecuaciones mas importantes que han sido pre-
puestas en los gases y solo difieren unas de otras en el valor de la constante a. Se
deduce entonces que si una curva del tip> logaritmico {12) coincide aproximada-
mente para un valor de K con una del tipe (13) para un cierto valor a, para otro
valor i<y la curva logaritmica coincidira tamb:en aproximadamente con otra del
tipo {(13).

Para aclarar otro punto interesante, admitamos que la ecuacién de estado de
{lausius represente mejor los resultados expenmentales

La transformada sera:

14) I(l-l—u-—Z)—l

Pero hemos visto al principio de nuestro estudio que la expresién de K patra fa

ecuacidn de Clausius es
(1 + 1) ARV
v ¢’ (v b)

io0 que nos da aproximadamente para un gas diatomiceo

o
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K =042

Sin embargo, la curva logaritmica del tiro (12) que coincide casi exactamente
coni la del tipo (14} tiene un valor =0,60

Existe, pues, una gran divergencia en los valores de K. Pero es necesario obser-
var que no solamente la ecuacion de estado de Clausijus, sino también toda ecuacion
del tipo

15 . B =BT

15 (p T(v m)“)(v b)=R'T

da siempre la misma transformada

|
f1e 7 %=
E(J‘ 2

cualquiera que sea el expanente n, v la expresidn de X que entonces se obtiene, e

=
]

AR
N v ¢in—-1)

Reemplazande en esta el valor K =0,66, y haciendo =042 que corres-

c
. .. 2 - m

ponde a un gas diatdmico, y despreciando el término —— obtenemos
v

n=1,04

Pero serfa dificil que tal ecuacidn (15) con n=1,64 fuera mis «xacta que la
de Clausius.

CONCLUSION

He demostrado que si el quantum & dependiera sdlo de v, los dos principios
fundamentales de Termodindmica dan rigurosamente las relaciones (11):

/ 1 +Z
Z 1'! [(\' :L o
I+ [—KZy
16)
[
= Z(+Ky)

Hice notar al principio de este estudio gue la funcidn ¥, segln les ecuaciones
de estado més importantes propuestas en los gases, es muy arroximadamente una
constante. Desarrollando en serie la primera ecuacion (16) y pasendo al limite con
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Z=0 se obtiene K =1, Se encuentra asi justificada la ecuacion de estado que yo
di en los AnaLes (Mayo).

Pero una contradiceion aparece y es necesarjo dar una explicacién. Si reempla-
zamos en la 2.° ecuacidn {!&) la cantidad £ por una {uncién del volumen y ha-
ciendo K. una constante, tendriamos una nueva ecuacidn de estado que nadie po-
dria aceptar para un gas real a menos que este se encuentre muy proximo al estado
rerfecto,

Ze=()
e=(

Resultarfa que sblo el gas perfecto podria satisfacer al mismo tiempo las dcs
ecuaciones anteriores (16}, Se puede sin embargo, salvar la dificultad y dar una
explicacidén en la forma sictijente: Supongamos que = sea una funcidén cualquiera
de v y T entorices la 2.* de las ecuaciones (12) no sufre modificacidn, pero si la
irimera, a la que hay que agregar al primer miembro un téimino secundario W que

ejerce poca influencia:
S'
( Ap+U —)
4 X &

RT (Apﬁu L)
14

W =

¥ que yo obtuve de relacién (4). Si £ dependiera s6lo de v, resultaria
ef
Ap+U—=0
£

Esta Gltimz ecuacién se obtiene también eliminando la exponencial entre (5) 3
{7} v haciendo a=0.

Lo interesante seria ahora comprcbar si este término yuede restablecer la diver-
gencia que hice notar respecto a las ecuaciones més importantes, como las de Clau-
sius ¥ Van der Waal, en lo que se refiere al valor de K.
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