Consideraciones tedricas sshre un método de cdlewlo de una viga pdrtico smpotrada
por H. E. S,
{Conclusiion)

Ahora bien, si en las ecuaciones (3} consideramos que las fuerzas P y las
reacciones incognitas X", X'’ etc. se hacen ignales a cero, al mismo tiempo que
X’ ge hace igual a la unidad, se tiene:

R=F

g = a
Se deduce, puea, que si en el sistema hipotético estiticamente detérminado,
determinamos las reacciones de apoyo y las tensiones moleculares para este caso

que llamaremos X’ = 1, los valorea obtenidos seran los que corresponden a R’
¥ o

Eate artificio de caleulo no pasa de ser una interpretacién mecénica de la
derivada parcial de las ecuaciones (3} con reapecto a los valorea estaticamente in-
determinados X. Ea algo analogo a la interpretacién geométrica que se di a la
derivada de una funcién, diciende que ex el coeficiente angular de la tangente a
la curva que ella representa.
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Determinados por este procedimiento los valores R, R", R ete. y &, ¢,

¢ ete. l4 ecuacion (2) combinada con las ecuaciones (3) forman un sistema de la
forma siguiente:

]

[ER'AI'=[::-’(°-°+°'}\+‘°-”X“+ ")dv
: E
v
0 ,X, l,x”
SO IR S
4 ¢ v
0 7Xl ,Kll
SRUA G = /'(r,,,o'o+a- +Ea-‘ + dv
v

El nimsro de estas ecuaciones es igual al de las incégnitas X', X7, X7 ete.,
luego el sistema es determinado.

Ecuaciones correspondientes a un arco eneastrado

Vamos a aplicar las ecuaciones (4) al caso del arco encastrado, representado
en la Fig. [. Como casc hipotético estaticamente determinadoe consideraremos el
mismo arco provisto de un carro en A y una rétula en B (Fig. 2).

En la figura 3 hemos representado el caso X’ = 1. No hemos creido necesa-
rio representar ios casos X' = 1 y X7 = 1 por ser analogos.

Vamos a determinar los valores de Ao, Bs, Ho, A’, B, H', A” B, H”, A",
B, H'” por el procedimiento antes indicado.
De la figura 2 se deduce:

Aoﬁ erb Bo= Rira H:.=RCOS{1
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siendo R la resultante de las tuerzas P.
De la figura 3 se deduce:

A'=0 B =0 H=—-—1
Para el cago X” = 1 (Fig. 1) se tiene:
A”=—1T B"=+-IT—' H =0
Para el caso X'’ = 1 se tiene;
A"=+ T  B'=— 1 H"=0

Reemplazando estos valores en las ecuaciones generales (3):

Rmy 1 1 1 1)
A——l—— ——l—X + —lX
B_ an + —'I'—X”——IX.,”

i 1 1
Ho = Reosa — X’

Para poder aplicar las ecuaciones (4) noa falta expresar log valores de «, 7o,
g, o ete. :
Aplicando la tdrmula de Navier y haciendo la hipotesia de que la de forma-

cién producida por el esfuerzo normal es despreciable al lade de 1a producida por
el momento de flexién se tiene:

Siendo 1 el momento de inercia de la seccidn considerada y v la ordenada va-
riable de la fibra de que se trata referida a un pistema de ejes principales de iner-
cia.

Del mismo modo:

s M? MH . MHI
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Reemplazando estos valores en las ecuaciones (4) resuita:

0
) MM =
RA;»:f—F—w—- vidv = /fhlEIE v2d, ds

A v

como: / vidy =1
Q

2R’Ar=/ Mg

Queda, pues, reducido el problema de deteminar las tensiones « en los casos
X'=1, X"= 1 ete. a la determinacion de los momentos de flexion,

Consideremos un sistema de ejes coordenados cuyo origen esté en A cuyo eje
Y sea vertical y cuyo eje X sea horizontal.

Tenemos que:

M=M+NMNX +MX”+ M"X"”
De las figuras relativas a los trescasos X' =1, X" = 1y X"”= 1 se deduce:
M=—v%

M"=|~%

s X
1 [EL I
i



CALCULO DE UNA VIGA PORTICO EMPOTRADO 201

i L
Atle_jl 59 X2t
i

; 8%4 l
Fro. ¢
M, representa el momento para el ¢aso hipotético estaticamente determinado.
Tenemos por consiguiente:
% M=M,—Xy +[1— il) X+ —T X
¥ las ecuaciones (4) toman la forma siguiente, si suponemos que los apoyos ne su-
fren desplazamiento alguno;

{fo MO—X’y+l'1—~i:—JX”+—Xl-X”’

-y Bl

o Mu-—Xy+(l—i]X”+—x-X“’
i I =0
(1) 1= TE) b=
3
” LL.——-yX’-i— (I_Lixn_'_ ix:n
L l ds = 0
1 Bl 8=
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Integrando estas ecuaciones y resolviéndolas con respecto a X' X" y X' o
introducierndo estos valores en la ecuacién (6) ae tiene resuelio el problema de
determinar el lugar de momentos de un arco encastrado.

Las ecuaciones (7) se gimplifican notablemente haciendo un ecambio en el sis.
tema de ejes coordenados adeptado para determinar los momentos. Este cambio
consiste en trasiadar el origen a un punto O tal que cada una de laa 3 ecuaciones
(7) encierre sblo uno de los valores estdticamente indeterminadoa X', X", X"

Llamando ¢ . 4 las coordenadas dei punto O con reapecto al sistema de coor-

. —.-----1-)(‘

F/;Q.J

denadas A (que de aqui en adelante deslgnaremos con el fndice A)y suponiendo
que el eje de las X del nuevo sistema tiene direccién contraria a la del primero
se tiene:

Y =Ys~a X ={—x
Ademas para simplificar las notaciones haremos:

Xn, - Xn
1

=Y

Introduciendo estos valores en la ecuacion (6):
M=Me—X(y+9+Y({—x)+ X"
M=M—Xyv—Y¥x—(X'p—-Yy—X"

También eon el objeto de simplificar las notaciones hagamos en esta dltima

ecuacion:
Xg—Y¢{—-X"=17
y X' =

[
»
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Tenemos asf:
8 M=My—~Xy—Yx—7Z

Reemplazando en las ecuaciones (7) se tiene.

j’ Mo—-Xy-—Yx--Y ds_foMu—waYx—-—Z

3. I ds =0

8
1—¢ M, —Xy—Yx zd___f M, Xy Yx ds< 0

1 E1

0 0
fMav-Xy——Yx—Z ds — A (Mo—Xy—Yx—Z .
EI ] EI -

] 8

Sustrayendo de la segunda de estas ecuaciones la 3.2 se obtiene:

o
_2¢ '/'Mo—Xy—HYx———Z B
{I I ) BT ds =0

0

M—Xy—Yx—7 _
f— TBI ds =0
8

0 8eal

Combinando esta ecuacién con las tres anteriores se tiene;

. 0]

El
8
° xd
X das
_XV—-YX*L) T*=0
( (Mo —Xyv—Y zZ B _y
o= Xy —Vx—2) —7— =

(*) Se puede llegar a estas ecuaciones por un camino més corto, En efecto, la primera de
ellas sigaifica que los apoyos no sufren desplazamiento en el sentido horizontal, la segunda
que tampoco lo sufren en el vertical y la tercera que el encastramiento es perfecto.
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Multipliqguemos ahora cada una de las ecuaciones (9) por una cantidad arbi-
traria gue llamaremos 1. y elijamos el punto O origen de coordenadas de tal mo-
do que:

* 1 ° °
(10)]y—f’—ds=0 Jx " ds = 0 lyx ° _ds =0

8 B8 . B

Estae ecuaciones significan que el punto O debe <coincidir con el centro de

gravedad del arco si a cada elemento de arco se le supone un peso ficticio igual a

I - . iy
I“ ds = dg', significando I el momento de inercia de la seccion trasversal en

el punto considerado.

Combinando lag ecuaciones {3} con las (10) se obtiene:

[ .0 0
L My oy
f -—E—mds—-—Xf 5 _-0
8 8
0 o
M, x , x:ds’
B 8
8 0
M, , de’ _
‘\/‘ E ds—Zf 5 =0
| o 8

Ys

X
LY
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De eatas ecuaciones, si se considera el coeficiente de elasticidad E constante,
se deducen las siguientes:

X =
0
gdss 0
! y f M, ds&’
8
(1 ¢ L=
o f ds’
f M, x d&’
8
y-_28

9
La integralf y? d8’ representa el momento de inercia del poligono de ba-
B

[+
yras respecto al eje de las X ; la integral] xs d'; representa el momento de iner-
-]

L]
cia respecto al eje de las Y; y la integralf d, ' el peso, que llamaremos peso elas,
B

tico, del poligono de barras.

Las integrales que figuran en los denomiradores de las férmulas (11) tienen
también una internretacién geométrica aproximada. En efecto, si se divide el arco
en peguenos trozos de longitud S y se reemplazan las integrales por sumas se

tiene:

TMoy LN ¥s Il‘ EM,As
Llamando:
ZyMoAs

Yo = —$M, &8

Se considera que el momento de inercia es constante en el trozo S y que éste
o8 recto. La expresion Z Mo, A S es el drea de la eurva de loa momentes M, corres.

pondiente ai trozo S.
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La ordenada y. se obtiene proyectando ortogonalmente el centro de grave-

dad del area X M, A S sobre el trozo S.
En efecto, si liamamos y, la ordenada del centro de gravedad de la superficie

de momentos, tendremos que:

Jo—2ZMoAs =2y MoAs

¥ como:
Dy Mo
y ¥ 2 co8
se tiene que:
! M, *©
_z'y.i-'_—-?cos(; Mo A s
Yo = SM.As
M2
—— A
_22eoau_ s— TyM,As _
Yo=—%¥N,As " TM.As Ye

Llamemos 7, la distancia del centro de gravedad del Area = M, A S al trozo S:

Mq2

A

z 2cosa N L EMal Zio
TM, LS T eosa M, A8~ T coma

Luego:

Zo

Ve = Vp— ———
Yo =¥ €OB a

que era lo que se queria demostrar.
El mismo procedimiento se emplea para determinar el valor de la integral

o o
f M,y de'. En cuanto alaintegral j M, ds* es el area total de momentos,
a a

Simplificaciones posibles en el easo de un marco cuadrangular.

En el caso de un mareo cuadrangular cuyos piés derechos van a estar solici
tados de manera andiloga, es evidente que sus momentos de inercia seran iguales;
no asi el momento de inercia del travesafio, cuya solicitacién es diferente.
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Supongamos que el momento de inercia de loe pies derechos es constante en
toda su longitud, y lo mismo respecto al del travesano,

Hagamos:

I, = Momento de inercia del travesafio

I = » > » de los pies derechos,
Se deduce:
i I,
Peso elastico del travesafio = 1 I=1x1
0
A I,
» »  de loe piés derechos = i h

llamando | la luz del travesafio y h la altura de los pies derechos.
Por razon de simetria la abscisa del centro de gra vedad del marco

Para obtener el valor de la ordenada 4 escribamos la ecuacion de momentoa
de los pesos elasticos del marco respecto a un eje que coincida con el travesafio.
Llamemos (i el peso elastico total del mareo que es igual a,

G=1+2 IIC' h
Se tiene:
‘ Io h I(\‘
j— = (% 2
Gh— g =12 T h 3 I h
_If.’_hz
1
h — = — .
90
1+ I h

Es mas comodo no despejar n sino utilizar el valor (h —# ) que es la dis-
tancia del centro de gravedad al eje del traveeaiio y que llamaremos Zo.
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Los denominadores de las férmulas (11) adquieren los siguientes valores:

I h2
My = —2 . 0 L (2h — 34
Y2 ds i 3 (2 h 3 72
8
0
12 . L
/x-ds :——lz—ai1+()ffl—ﬁl
8
o
[ds’=G=1+.' iy
5

Los numeradores de las mismas férmulas, si llamamos Fy el area de mo-
mentos del montante que queda al lado pogitive de las X (momento M, del caso
estaticamente determinado que se hava elegido) Fy, . la del que queda al lado nega-
tivo y Iy, la del travesario, toman la siguiente forma:

0
it IU
/ M, v ds' = ——ll Fowvy + Brov + — Frv vy
s
0
N \ Lo o
M, x ds’ = l;— Fyx + Fiox — I Fio sy
s
0
Myds = O Fy o+ ¥ o+ Ry
0 - I ¢l [
8

Las coordenadas x, v» , X1 v ete.,, corresponden a la definicién que di-

mos en el parrafo anterior de y, .

El problema de determinar el lugar de momentos para el caso de un marco
rigido encastrado, queda asi reducido a:

1o Determinar el Ingar de momentos de un case hipotético estiticamente

determinado.
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2.0o—Determinar los centros de gravedad de las Areas de momentos referen-
tes al travesafio y & los montantes y el valor de estas mismas Areas,

3.0—Fijarse los momentos de inercia del travesafio y de los montantes y con
estos valores determinar el peso eldstico de los elementos del marce y su centro
de gravedad.

4.0o—Aplicar las formulas (11).

h.o—Aplicar la formula (8).

Este métudo se encuentra explicado en la obra «Nuevos métodos de Resis-
tencia de Materiales», de Miiller-Brealau,





