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(GoncZ...ion)

Ahara bien, ai en las ecuactones (3) conslderamoa que .las fuersas Pylas
reacciones incognitas X", XIII etc. se hacen iguales acero, al mismo tiempo que
X' S6 haee igual a 18 unidad, se tiene:

R R'
,

(j = U

Se deduce, PU6S, que si en el sistema hipotetieo estattcamente determinado,
determiaamos las reacciones de apoyo y las tensiones moleculares para este C8S0

x'
\. IJA

\.
�

---------- - -< - -- - -- - ---,

.I'"�. I.

que llamaremos X' = 1, 108 valoree obtenidos seran 108 que corresponden a R'

y u';
Eate artificio de calculo no pasa de ser una interpretacion mecantea de Is

derivada parcial de las ecuaciones (3) con reepeeto a 108 valores 6st&ticamente in­
determinados X. Es algo aualogo a la interpretacion geometrlea que se dit. a la
derivada de una funci6n, diciendo que ee el coeficiente angular de la tangente a

Ia curva que ella represents.
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Determinados por este procedimiento los valores R', R", R'" etc. y (1:', 0:",
o'" etc. la ecuaclou (�) combinada con taa ecuaciones (3) forman un sistema de Ia
forma siguiente:

i � R' /::"1' (<TO + ,,' X' + ,," X" + ... ) d v
E

� R" /::,. I' fO" 0"0 + rr' X' + (T" X" +
= "

E

(4)

I" 6,

v

0

rcr'"
170 + ,,' X' + (7.' X" +

E
v

v

d v

d v

EI numero de estas ecuaciones es igual al de las incognitas X', X", X'" etc.,

luego et sistema 6S determinado.

Eeuaelone. corre.pondientelJ II aft arco enealltrado

Vamos a aplicar las ecuactcnee (4) al caso del area encastrado, representado
en la Fig. 1. Como caso hipotetico estatlcamente determinado eonatderaremoa el

mismo area provisto de un carro en A y una r6tula eu B (Fig. 2),
En la figura 3 hemoa representado el caso X' = 1. No hemos creido necesa­

rio representar los casas X" = 1 Y X'" = 1 por ser analogoa.

\fI
\

Vamos a determinar los valores de Ao, B, Ho, A', B', H', A", B", H", AI",
B"', H'" por el procedtmteuto antes indtcado.

De la figura 2 se deduce:

R I'b
Ao= --1- Ro--

Rra
H

1
" R cos u
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siendo R la resultante de I•• fuerzas P.
De 10 figura 3 ae deduce:

B' = 0 H' = - 1

Para el caso X" = I (Fig. I) se tiene:

A" = __I_
I

B"
1.

+ -1- H)/=O

Para el caso X'" 1 Be tiene:

A'" = +
1

-I B'" =_

1

'-1 H'" = 0

Reemplazando eatos valores en la. eeuaeiones generales (3):

A
R I'b

=

-1-
1

X" +
1

X'"-I

B
R rll. 1

X" __1_ X'"
-1- + -I I

Hj, = R eo. a - X'

Para poder aplicar les ecusciones (4) no. lalta expresar 10. valoree de o, ".,

tT'. a" etc.

Aplieando la 16rmula de Navier y haciendo la htpoteets de que la de forma­

cion producida por el esluerzo normal es deopreeiable al lado de Ia producida por
et momento de fiexi6n se tiene:

cr=
M

-1-
v

Siendo I el momento de inercia de la secclou considerada y v la ordenada va­

riable de la libra de que se trata reterida a un siatema de eje8 principales de iner­

cia.
Del mismo modo:

M'
-1-v

M"
fT" =

-.-1- v c-»
M'"

= -1-v
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Reemplazando estes valores en las ecuaciones (4) resulta:

R' I:; r= 1 11' )1
-1<' 12-- V2 d V flO, i'il

2

.

11
E I'

V d., da

v

como: I

(D)

-0

�R'l:;r=/)l'
\ 's

, l: R" I:; r l°jl;l"
I
I

M
TI ds

M
d.

"]:;1
B

Queda, pues, reducido el problema de deteminar las tensiones (I' en los casas

X' = 1, X" = 1 etc. a la determinacion de los mementos de flexion.

Conaideremos un sistema de ejes coordenados cuyo origen este en A euyo eje
Y sea vertical y euyo eje X sea horizontal.

Tenemoe que:

�f = 1\10 + 1\1' X' + It!" X" + ll''' X'"

De las ftguras relativas a los tres casos X' = J, X" = 1 Y X'" = 1 se deduce:

M' =-y

1\1"
x

1\{'"
x

I
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x

i�
,

c---L'------------------��OC

,

:y
,

,

xII",

ltfo repreeeata el momento para el caeo hipotencoeetattcemente determlnado.
Tenemoa por eonaiguiente:

(6) M � u, - X' y + [ I - +) X" + __!_ X'"
I

y las ecuacicnee (4) toman Ia forma siguiente, et suponemoa que lOB apoyoe no eu­

Iren desplazamiento alguno:

r I-�) X"
1 I

+ �X'"
I

da � 0
110 - X' Y +

I<: I
B

( 1 _ -+)
M, - X' Y + ( I - +) X" + --1- X'"

da � 0Jo(7)

if0

\ '

x

-1-

�rf) - y X' + [1 _ _X_'i
I '

X" + �xa,
I

de � 0
EI
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Integrando eataa ecuaciones y resolvtendolas con respecto a X' X" y X'" e

introduciendo estos valores en Ia ecuacion (6) se tiene resuelto el problema de
determinar el lugar de mementos de un areo encasrrado,

Las eeuactones (7) ae simplifiean notablemente hacienda un cambia en el ais.

tema de ejes ccordenados adoptado para determinar 108 momentos. Este cambia

consiste en trasladar el ortgen a un punto 0 tal que cada una de lao 3 ecuacionea

(7) encierre 8010 uno de 108 valores estatieamente indetermtnados X', X" , X'"

Llamando , . '1 las coordenadas del pun to 0 con reapecto al sistema de coor-

* !
!
! +�
I... C.
I
i '"""_

. -.·_· .... X,.

F/�.5
denadas A (que de aqui en adelante dealgnaremoe con el indice A) y suponiendo
quo el eje de las X del nuevo Biotema tiene direcci6n eontraria a la del primero
se tiene:

y = ya
:

_. x = t - x.

Ademss para simplificar las notaciones haremos:

X'" - X"
-��-=Y

lntroduciendo eatos valorea en la eeuacton (6):

M = Mo - X' (y + .) + y ({ - x) + X"

M � Mo - X' Y - Y x - (X' •
- y "

- X")

Tambien con el objeto de simplificar las notaciones liagamos en esta ultima

ecuaci6n:

X' 1J
- y t - X" = Z

y X' = X
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Tenemos ael:

(8) M = Mo - X Y - Y x - Z

Reemplazando en las ecuaciones (�) se tiene.

Mo-Xy-Yx - Z
EI

da - JO Mo - X Y - Y x - Z
0--'----"=�--- ds =

y, E I
ss

l-l_JOMo-XY-YX-Z ds- +J Mo -Xy-Yx-Z d. = 0
I E I EI

s a

_t_JO Mo -- X Y - Y x - Z
do -

I JO Mo-Xy-Yx-Z ds e O
1 E I -1-

x
EI

s •

Sustrayendo de la segunda de estaa ecuaciones la a.a se obtiene:

[ _

2 t J JO Mo - X Y - Y x - Z
de 0I

I E I
,s

o sea:

JO�o-2'l'Ef'l:'X--::� ds 0

•

Combinando eats ecuaclon COil Iaa tree anteriorea se tiene:

f JO (M.-Xy-Yx - Z) Y d.
=0-itl

I fa (M. - X Y - Y x - Z)
x d.

0
(9) • �-

I fO (Mo - X y - Y x - Z)
d.

0E-I-'
s

(*) Sa puede Hagar a 6StILB ecuactonee pOl' un camino mAli corte. En efecto, 1& primera de

elias eignifica que los apoJo8 no sufren desplasarnieuto en el eentido horizontal, 1& eegunda
que tam poco 10 eufren en el vertical y la tercera que el eeeastramiento 8S perfecto.
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MultipJiquemos ahora cada una de las ecuaciones (9) por una cantidad arbi­
traria que llamaremos 10 y elijamos el punto 0 origen de coordenadas de tal mo­

do que:

fo 10
(10) y -1- d. = 0

s
fo 10

x--1- d. = I)

•
fo 10

yx-1-ds=0
•

Estas ecuaciones significan que el punto 0 debe coincidtr con el centro de

gravedad del area si a cada elemento de areo S8 Ie supone un peso ficticio igual a

+ ds """ de', significandc I el momento de inercia de la secci6n trasversal en

el pun to considerado,

Combinando las ecuaciones (9) con las (10) se obtiene:

,

I fO Mo Y ds'- X fO y2 d.'
=0

E E
• s

fO Ala X
ds' - Y fO x! de'

=0
E E

s •

fS Mo ds' - Z fO ds'
=0

E E
° s

'{
\

'.

fo
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De eatas ecuectones, at se consideea el coetlctente de elasticidad E constante,
se deducen las siguientes:

x

0

f M, Y ds'

s

0

f y2 ds' fO Mo de'
s

Z
•

0 fO ds'f Mo x ds'
s

s

r X2 de'

B

(11)

I y

La integral!: y2 ds' repreaeuta ei momento de inercia del poligono de ba­

.fraB respecto al eje de las X ; la integral!:xs d's representa el momenta de iner­

cia respecto al eje de las Y; y la integral!: d, I el peso, que llamaremos peso elas,

tico, del poligono de bar-rae.

Las integrales que figuran en los denominadores de las formulae (11) tienen

tamoten una interpretacion geometrtca aproximada. En efecto, si se divide el arco

en pequenos trosos de longitud S y se reemplazau las integrales par sumas se

tiene:

y.
L
I

Llamando:

y.

Se considera que el momenta de inereia es constante en el trozo S y que €late

eS recto. La expresi6n � Mot::. S 8S el area de la eurva de 108 momentos M 0 corres­

pondiente al trozo S.
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La ordenada s, se obtiene proyectando crtcgonalmeme el centro de grave­
dad del area � M 0 c" S sobre el Irozo S.

En eleclo, si llamamos yo la ordenada del centro de gravedad de 1. superficie
de mementos, tendremos que:

Y y' Mo c" s

y como:

1\10
y' = y +

2 cos «

se tiene que:

�fo \

+
2

.

I Mo o: •
CO� u

yo = ��c-'.,.c.,,- _

� Mo� s

= Sa

LlamemoB Zo Ia distancia del centro de gravedad del area k �Io � S al trozo S:

�
Mo" c" S

2 COB a Zo�Moc"S
COS a � �'lo t::. S

=
Zo

COB a

Luego:

que era 10 que se queria demostrar.

El miamo procedimiento se emplea para determinar el valor de Ia integral

f: Moy ds·. En cuanto alaintegral 1: M. dB' es el area total de momentos.

Simplutcacione. po.lble. en el e.oo de un marco eoudruogolur.

En el caso de un marco cuudrangular CUYOB pies derecbos van a estar aolici
tados de manera analoga, 6S evidente que BUB momentos de inercia seran iguales;
no 381 el momento de mercia del travesano, cuya eoliottacicn ee diterente.
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Supongamoa que el momento de inercia de lOB pies derschoa es eonstante en

toda au Iongitud, y 10 mismo respecto a1 del travesaJ"J.o.·

Hagamos:

10 = Momenta de inercia del travesano

J • It • de 108 pies derechos.

Se deduce:

PeBO elastico del travesano = �: I = ! x I

de lOB pie. derechoa =+ h

lIamando I la luz del travesano y h la altura de lOB pies derechos.

POI' razon de eimetrla la abscisa del centro de gra vedad del marco

t= 2

Para obtener el valor de la ordenada '1 escribamos la ecuaci6n de mementos

de los pesos elasticoa del-marco respecto a un eje que coineida can el travesanc.

Llamemos Gel peso elastico total del marco que BS igual a.

G = 1+ 2 �I,- h
1

Se tiene:

.

10 h
G (h - �) = (2) �I- h :l

10 h'
-1-

_�'?_ hs

h -

�= -.----

1 + 21" h
I

Es mao c6modo no despejar � sino utilizar el valor (h - n ) que es la dls­

tancis del centro de gravedad al eje del travesano y que llamaremos Zoo



H. E. s.

Lea denomtnadoree de las formulas (11) adquieren los siguientes valores:

I"
(Jh -:,Z,,)

s

P

I�
I + () h

Los nurneradorea de las taismae formulas, si llamamos Fh el area de mo­

mentes del montante que queda al Iado positivo de las X (memento 1\-10 del caso

estaticamente determinado que se hayn elegido) Fh. la del que queda al lado uega­
ttvo y Fh ln del nnveaano, taman la stgutente forma:

.roM",. ds'

s

I"
F +

L'
)'\ +

I"
F' vb )'J1.1'1 -1- It .11"

I"
I

L,

s

Las coordenadae Xh Yh ,Xl YI etc., corresponden a 13 definicion que di­

IlIOS en el parrato anterior de y!; .

J;�I problema de determiuar el Iugur de momentos para el caso de un marco

ngido encaetrado, queda asi reducido a:

1.0 Determinar el Ingar de mementos de UII caao hipotet.co estutiearneute

determiuado.
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2.0-Detel·minar los centros de gravedad de las areas de momentos reteren­

tea al travesano y a los montantes y el valor de eatas mismas areas.

3.o-Fijarse los momentos de inercia del travesano y de los montantes y con

estos valores determinar el peso elastico de los elementos del marco y au centro

de gravedad.
4.o-Aplioar las formula. (11).
o.o-Apliear la formula (8).
Este metodo se encuentra expUcado en Ia obra cNuevos metodos de Bests­

teneia de Material••• , de Miiller-Breolau.




