CALCULO DE YIGAS CONTINUAS
POR EL METODO DE LAS LINEAS DE INFLUENCIA
POR
REGUL(O ANGUITA G.

Si en las ecuaciones (3) a (18) se hace P =17 resultan las ecuaciones de las lineas de
influencia de los momentos de apoyo i para secciones cualesquiera del primero 1 segundo
tramos,

En las ecuaciones(9) a (16) se deberdn introducir los valores de M, i M, corres-
pondientes a la posicion de 7 scbrela viga.

De las mismas ecuaciones se puede investigar con facilidad la forma de Ia linea de
nfluencia en cnanto a signos.

Hagdamoslo por viade ejemplo para una seccion @ del primer tramo.

Eu la ecuacion (9)

M, =M, Ii—-;‘— (1, —x)

se debe introducir el valor de M, de la ecuacion (3)

Mo & 20+ h)(,1—a) '

[ W TR iy ey

L 3

M, es positivo, por lo tanto es necesario averiguar cual de los dos términos del se-
gundo miembro de (9) es mayor.

gl @ &4l L) — it
I cuando |, no difiere mucho de 1,
4l 3>2(0, +1,)(,2—a%)
Entdénces:

2(, +1)d,*—a") 41,2
4, + )2 —1,2 41,

# <k
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I de aqui que al sustituir M, por a en Ia ecuacion (9) se tenga para el primer tér-
mino del segundo miembro un valor mayor que el verdndero. Se deducen asi las signien-

tes conclusiones:

-’:—xpuede ser <o> IL(I, —x)

a X a

para xz—lz'-—- -|=—<T(l' — x)

nXx a

! >T(l:_x)

; 1,
i para x = 5

Estos l{mites no son del todo rignrosos por cnanto resultan de sustituir para M, un
valor mayor qne el verdadero. En realidad el cambio de signo se produce para una sec-
cion z préxima a 0.81,. |

Luego las ordenadas de la linea de influencia serdn todas negativas en el primer
tramo para secciones z comprendidas entre 0 1 0.8, mas o ménos, i paraz> 08I, la
linea de influencia podra tener ordenadas positivas i negativas en ese mismo tramo.

Las ordénndas de las lineas de influencia en el segundo tramo son dadas por la

ecuacion (11)

i se debe introducir aqzi el valor de 3/, correspondiente, es decir el de la ecuacion (5),
M, es positivo luego todas las ordenadas del 2.° tramo serdn positivas tambien,
En fin las ordenadas del 3.« tramo se obtienen con la ecuacion (12)

M.=M,
1

Introduciendo aqui el valor de M, de la ecnacion (7) (que es negativo) resultan
negativas todas las ordenadas del tercer tramo.

Para los apoyos i1 para secciones en el 2.2 tramo puede discutirse en la misma for-
ma el signo de las ordenadas en cada uno de los tramos.

En las figuras (12) a (16) puede verse la forma de las lfoeas de influencia en la ma-
yor parte de los casos que se presentan.

No se ha tomado en cuenta en este desarrollo la accion indirecta de las cargas por-
que en realidad no tiene interes, desde que lo que se necesita para el cilculo de un en-
rejado por ej. son los momentos méximos en los nndos de ese mismo enrejado en los
cuales la accion directa e indirecta son equivalentes.



294 METODO DE LAS LfNEAS DE INFLUENCIA

U30 DE LAS TABLAS DE MOMENTOS

Disposicion de las tablas, —Cada pdjina que contiene las ordenadas de lineas de
influencia correspondientes a unos de los casos que se presentan en la prictica tiene co-
mo argumentos: 1.° el nimero de tramos continuos de la viga (2 travdes inégales

& traveés syméiriques, etc.) 1 2.° Ia razon § = —i£ entre la luz del primer tramo 1 la del

“

segundo, variable de 0.05 en 0.05 de la luz. [ para un ndmero de tramos superior a dos
se ha supuesto que la viga es simétrica, es decir que la razon 6 se conserva tambien pa-
ra los dos tltimos tramos. En fin los tramos centrales son iguales al segundo.

Las tublas designan por @ la absisa de la seccion a que corresponde la linea de in-
fluencia (en Ia férmula que se han desarrollado hasta aqui se ha llamado @) 1 por z Ia
absisa de la fuerza; dinbas se hacen variar de 0.10 en 0,10 de ias luces de los tramos,

Las absisas @ aparecen como encabezamiento en la primera linea horizontal con Ia
notacion jenérica 0.101...0.40( ... indicando asi que pueden corresponder al tramo /, o
1, 1 en la columna vertical correspondiente se encuentran los coeficientes, por los cuales
hai que multiplicar la luz I,, 1,... para tener las ordenadas de la linea de influencia.

He distinguen entre los coeficientes de que nos ocupamos algunos que estdn apunta-
dos con nimeros mas grandes i que saltan a la vista. Estos corresponden a la ordenada
méxima de la linea de influengia, que se produce como es bien sabido cnando la fuerza
mavil se encuentra en In misma seccion ¢ o sea para x = ).

Signos.—8i se recuerda la discusion hecha anteriormente sobre el signo i la forma
de la linea de influencia correspondiente a una seccion del 1°* tramo de una viga sobre
4 apoyus, se notard que scgnn nuestras convenciones, en cuanbo a Signos, para secciones
a menores que 0,81, las ordenaduas del 1.2 tramo son todas negativas, positivas las del
2.° 1 negativas otra vez las del tercero. — Fieil es observar que las tablas tienen nota-
cion opuesta a la nuestra en cuanto a signos, i que si se quiere conservar nuestra con-
vencion basta cambiar los signos (+) por {—) 1 fos (-—) por (+).

La primera parte de las tablas da las ordenadas de las lineas de influencia para sec~
ciones a, del 1.° 221 3% tramos, cuando la fuerza P recorre esos mismos tramos (“Or- |
Jdonnées des lignes d'influence relatives d des sections faites duns la travie chargée”)
Se encnentra tambien en el encabezamiento de las columnas verticales el tramo que 1o-
corre la fuerza P (“Premicre travée”, ...... “deuriéme travéé” i para b tramos “troisiéme_
travée”).

Estas primeras tablas no permiten trazar la linea de iufluencia completa desde que
solo dan las ordenadas del tramo en que se encnentra la seccion «.

La otra parte de las tablas que contiene las ordenadas de las lineas de influencia de
los apoyos (“Ordonnées des lignes d'influence relatives & des sections failes sur les
ples”) 1 las de las lineas de influencia de secciones vecinas al tramo que recorre la fuer-

* Cinco tramos continuos
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za P (“Ordonnédes des lignes dinfluence relatives-d des sections faites dans une travée
wotsine de la travée chargde”) permiten cor_np!ebaf las lineas de influencia. :
No aparecen, sin embargo, én las tablas todas las ordenadas, pero con la ayuda de las
férmulas que se han deducido, se hard ver que por lo ménos se tienen los datos suficien-
tes para dedueir cdmodamente i con rapidez lo que falta.
Un ¢jemplo numénco nos permlblré. aclarar mas estas ideas. Tomemos s1empre una

ly
"Igd de tres framos contmuos con @ = — —l- = 0.95 1 supongamos que se necesita, tra-
2

zar la linea de influencia del apoyo 7 (Cart i Portes, numeran los apoyos desde’0 empezan-
«do por la izquierda, i las luces 0 7,1 etc. tal como se ha hecho al deducir las férmulas, -
Para Pen el 1.* tramo la tabla da directamente los siguientes valores:

AroYo 1

P en el primer tramo

Absisa de P respecto o 0 ordenada de la linea de influencie
X =010 |, . o y = + 0.825812 1,
=020 1, = + 0.050061 1,
= 030 I, = + 0.071180 1
= 040 | = + 0.087608 ]
= 050 I, = + 0097774 |
= 057735 1, = + 0.100856 1, méxima
= 080 1, = + 010012} I
=070 1 = + 0093081 1
= 050 | = + 0075091 ]
= 090 ] = + 0.044585 )

1

Estos valores permiten trazar la curva dentro del tramo I, porque son, ademas, pun-
#os de la curva los apoyoes 0 i 1. En efecto, el momento que produce en 1, una fuerza co-
Jocada sobre 0 o sobre 7 cs 1gual a gero,

Las ordenadas del 22 tramo aparecen tambien dlreeaamente en la tabla,

APOYO 1 (PILE N.° 1)
© P en el segundo tramo

Absisa de P respeto o 1 Ordenade de la linea de influencia

x =010 . 1, oy = + 0.039965 1,
=020 1, - _ =+ 0.065531 I,
= 030 1, : = + 0.078768 1,

0.3825 1, = +-0.081874 1, méxima
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Absisa de P respecto a 1 Ordenada de la linea de in fluencia
= 040 |, = + 0081715 I, '
= 050 |, — + 0076531 1,
= 060 I, = + 0065193 1,
= 070 |, = + 0.049803 ),
= 080 |, = 4+ 0032428 1,
= 090 |, + 0.015137 1,

Valores que permiten trazar la curva en el 2.° tramo por cuanto los apoyos 21 &
son tambien puntos de ella.

Las ordenadas del 3% tramo no se ven a primera vista en la tabla. Reenérdese como
se dedujo la férmula (7), que no es sino la misina fdrmnla (3) en la que re sustituyé a
por I, — a conservando e! signo a toda la espresion. Se hizo notar tambien que el cambio
de a por !, — a no equivalia mas que a invertir el wovimiento de la fuerza /7 sobre la
viga.

De aqui que las ordenadas de la linea de influencia de momentos en el apoyo I se
encuentren tambien en la tabla. En efecto, son iguales a las ordenadas del apoyo 2, para
el primer tramo cargado i leidasde 0.80 a 0,107,

Por lo tanto las ordenadas del 3. tramo son las siguientes:

apovo L. (“PILE 8° 17)

P en el tercer tramo

Absisa de P respetoa 2 Ordenada de lu linea de influencia

x = 0.10 1, (0.901,) 2 y = — 00114382 1,

=020 1, (080l) = — 0.01925¢ |,

=030 1, (0301) = — 0.023867 I,

=040 1, (0601) = — 0.025672 ),

= 042253 |, (0577351, = — 0.025732 ], méxima

=050 1, (0.501,) = — 0025070 |,

=060 I, (040l) = — 0.022463 |,

=050 1, (0301,) = — 0018251 |,

= 080 1, (0201,) —= — 0.012836 1,

= 090 1, (0.10]) = — 0.008619 1,

La forma de la linea de influencia es la de la fig. (14).
Para otro ntimero de tramos 5 por ejemplo pueden obtenerse tambien todas las or-
depadas de una manera andloga,

Sea por ejemplo una viga de 5 tramos en que 8= :' = 080 (paj. 183 de

Cart i Portes) se pide la linea de influencia d:| apoyo 2. La tabla da directamente las
ordenadas de los tres primeros tramos, Para P colc2ada en el cuarto o quinto tramo bas-
ta recordar, que P en el cuarto tramo i momento en 2, equivale a P en el segundo tra-
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n el quinto tramo i momento en £ es lo mismo que su-

poner P en el primer tramo 1+ momento en 3 (Pile nidimero 3) Estos valores se hallan
en la tabla i deberdn leerse de 0.90 a 0.101.

El siguiente cuadro contiene todas las ordenadas de la linea de influencia de mo-
mentos de 2, omitiendo los miximos en los tramos.

APOYO 2
— e
Absisss medidus
desde el apoyo|Ordena-| Primer tra- |Segundo tra-| Tercer tra | Cuarto tra ;
de la izquierda| das mo mo mo mo Quinto tramo
mas cercanu
x=0.101 y = | —0.0063701,| 4-0.0149121,| -4-0.04181315] —0.0111631,| --0.002956i,
=0.201 = | —0.0123541,| 4-0.0824311,| 4-0.06845615) —0.0182551,1 -4-0.0049791;
=0.301 = | —0.0175661,] 40.0503351,] 4-0.082134145| —0.021872),) -}-0.06061711;
=0.401 = | —0.0216201, —}—0.0'6640512 +0.08505215} --0.0226111,| -}0.006638],
=0.501 = | —0.0241301,| 4-0.0784211,) 4-0,0794!21,| —0.021068]1,| --0.006483!,
=0.601 = | —0.024709),] +0.0841641,| 4-0.0674191;| —0.01178401,] -0 0058081
=0,701 —0.0229711,| 4-0.081413),[ 4-0.0512771;| —0.0135231,| --0.0047191,
=0.801 = | —0.0185321;] 4-0.0679491, —{—0.033]2')”8 —0.0087131,| --0.0033191,
=0.901 = | —0.0110031,] 4-0.041551),| 4-0.015364],| ~-0.0040061,| --0.0017111,

Conviene recordar que 1, =1, i l,=lg=1,. La fig. (17) es

fluencia.

Antes de presentar un ejemplo numérico de la aplicacion

lineas de influencia para secciones cualesquiera de los tramos.

la forma de la linea de in-

aque se ha hecho refe-
rencia (Puente de ¢Los Morrosy) se indicard la manera de obtener las ordenndas de las

Sea, para seguir el mismo caso anterior una viga de tres tramos simétricos en que

6= —:!—_—_ 0.95 i se trata de obtener las ordenadas de la l{neade inﬂ_uenéia de la seccion

»

=0.301, (primer tramo). En la primera parte de las tablas en referencia (paj. 145) apa--
recen inmediatamente las ordenadas del prizer tramo.
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- Seccion a=0.301, (primer tramo)

P en el primer tramo

Abgisa de la fuerza PP Ocdenada de ja linea de influencia

x =0.101, y = —0.062256 5
=0201, =—0.124982 |,
=0301, =—0.188646 1,
=0.401, =-—0.1537181,
=0.501, = —0.120668 1,
=0.601, = —0.089964 1,
=0.701, = —0.062078 1,
=0.801, =—0.037473 ), "
=901, = —0.0166251,

Las ordenadas del segundo tramo no aparecen todas en las tablas; pueden obtener-
e sin embargo con los elementos que ellas contienen de dos maneras:

La férmula (11)

A

M, =M, i

{reemplazando x por « para usar la notacion de Carti Portes) que da el momento en una
seccion @ del primer tramo cuando P recorre el segundo, nos da un medio espedito para
calcular esas ordenadas.

En efecto la fig. (18) es el lugar instantdnec de momentos para una posicion cual-
-quiera de P en el segundo tramo,

x ml

an'= M, =—0
01

Se desprende de In [6rmula (11) i de la figura. Tratdndose de lineas de influencia
-en las cuales P=1, M, e« la ordenada de lalinea de influencia de momentos en I para

' . LR
la colueacion de P que se considera en el segundo tramo 1 siendo a=10.301,, vale 0.3
1

simplemente. Luego bastard multiplicar las ordenadas de M, (para P en el segundo tra-
mo) por 0.3 si se trata de la seccion 0.30 |, del primer tramo, por 0.6 si esa es la seccion
@, ete. para tener las ordenadas correspondientes al segundo tramo.

SBe pueden tener tambien esas ordenadas, aprovechando la otra parte de las tablas
en que se encuentran las ordenadas de lineas de influencia para secciones vecinas al tra-
mo cargado (¢Ordonnées des lignes d’influence relatives A des sections faites dans une
travée voisine de la tiavée chargéed).
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Aparecen, sin embargo, solamente las ordenadas correspondientes a las secciones
0.10 1 0.90}, (cuando el tramo cargado esl,). Es decir, los valores »r isg’ de la fig.
(13); una simple interpolacion lineal formando la diferencia & ¢” i calculando ' a@”
permitird conocer tambien inmediatamente aw’ que es la ordenada que se busca.

Calculemos por los dos métodos la ordepada correspondieate, para P colocada en la
absisa x=0.401, (del segundo tramo) por ejemplo:

Seccion a=0.301,

1 y=+0.30x0.081745 ], = + 0.0245235 1,
20
para a=0.901 ix=0401, y=+0.0735711,
a=0101,1x=0401,, y=+0.0081751,
Diferencia corresp. a 0.81, = 40.065396 |
a U.10 cerresp. 1§ = +0.00817451,

luego
y=+0.0081751, + 2x0.0081745 ],

y=+0024524 |

Procediendo con uno u otro método se obtienen las demas ordenadas del segundo

tramo,

Seccion a=0301,

P en el segundo tramo

Ab-isa de la fuerza P Ordenada de la linea de inflaencia

x =0.101, y = 40011991 |,
=0201, = +0.019659 1,
=0.30 i,‘, =+ 0.023631 I.
=0.38251, = +0.024561 1, max,
=0.40 l,J =+ 00245251,
=0.501, =+ 0.022959 |,
=0601, =+0.0195571,
=0.701, =+0.0149401,
=0.801, - — +0.009729 1, -
=0.00I* =+00045421,

Las ordenadas del tercer tramo tampoco se encuentran directamente en la tabla.
Es ficil deducirlas si se recuerda la férmula (11) (reemplazando z por a).
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M, = Ml-,f-i
1
para la seccion a==0.30 1,
{
Mo-juh = Ml Osijll =030 M.l

1

De aqui que basta multiplicar las ordenadas del momento en el apoyo 7 por la ra-
zon entre |a absisa de la seccion que se considera i la luz [, para tener las ordenadas

que se buscan,
Recordando lo que se ha dicho anteriormente, se deberdn tomar lns ordenadays del

apoyo 2 leidas de 0.90 a 0.101, i multiplicadas por 0.8). Para P colocada en 0.40 1, por
ejemplo, resulta:

y=—0.30x 00236721, = —0.007702 1,

En la misma forma se obtienen las demas ordenadns que contiene el siguiente

cuadro:

Seecion a=0301,

P en el lercer tramo

Abgisa de Ia fuerza P Ordenuda de la livea de influencia
x =0.101, y =~-00034301,
=0.201, = —0.005776 1,
=0.301, =—U.(.'i0‘¢'16'f)]l
= 0.40‘]1 = —0.007702 ),
=0.4:2265 |, =~ 00077191,
=0501, =—0.007521 1,
=0.601, =—0.006739 1,
=0.701, =—0.005475 |,
=0.801, = —0.003851 1,
=0.901, =—0.001986 1,

En fin si la seccion fuera lIa 0.40 de! segundo tramo por ejemplo: se caleularian las
ordenadns del primer tramo interpolando entre los valores apuntados en la tabla (¢Or-
données des lignes d'influence relatives a des tections faites dans une travée voisine de
la travée chargéed) parn dsections dans lu 2° truvéey icon el primer tramo cargade
(¢ Premiére travéey).

Las ordenadas del segundo tramo se encuentran directamente en la tabla (Ordon-
nées des lignes.... relatives & des sections faites dans la travée chargéed), secciom
a=0.4011i segundo tramo cargado (¢Deuxidme travée)y.

Las ordenadas del tercer tramo se pueden obtener de dos maneras:
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En la segunda parte de la tabla «Ordonnées. ... faites dans la travée voisine de la
travée chargiey, §Section dins la 2° travéey, aparecen las ordenadas del primer tramo
de la linea de influencia para las secciones 0.10 1,1 0.901, del segundo tramo. Es fécil
ver fig. (19) que estas ordenadas son las mismas del tercer tramo con sdlo leerlas de 0.90
a 0.101, para referirlas al apnyo £ (2 en el caso que nos ocupa) i corresponden: la seccion
0.901 de la tabla a la seccion 0.101, del segundo tramoila 0.101a la 0.901,. La inter-
pelacion lineal entre los valores de la tabla permite conocer inmediatamente Ias ordena-
das que se buscan.

Hé aqui la manera de hacerla: Sea y, fig. (20) la ordenada correspondiente a 0 10 1,
(0.90 de Ia tabla), y, la que corresponde & .90, {0.10 de latabla) y la ordenada que
se busca correspondiente a la seccion z, medida desde y,, m la distancia de la figura,
ete. Tricese A’ B’ paralela a 4 B, enténces:

_ Yoty
"="0s01, *
. Yo+ ¥,

Y=y +-%0 1, X

pero x=0. (n—1) |, si se designa la absisa de la seccion por una fraccion O.n de la luzl,
(referida a la seccion 0.10 1, resulta 0, (n—1), luego:

y=n+310 —1)

Fsta férmula es jeneral riempre que se tome en el primer término, y, con su res-
pectivo signo 1 el segundo término con el signo de y, i todavia que y, e y, sean de dis-
tinto signo (lo que equivale a decir tambien que y, debe tomarse en valor absoluto en el
numerador del segundo término).

Calculemos por ejemplo, aplicando esa fdrmula, una ordenada del tercer tramo para

la mi:ma seccion a=0.401, del segundo tramo i coando P cstd en la seccion 0.60 del
tercer tramo. La tabla da:

Yo = (i, =0.101)= +0.0765991,
¥a= (i, =0.901)= +0.011456 I, valor absoluto

Yo 4+ y'=+0.088055 1,

—yﬁ'—%zL.—_ +0 011007 1,
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3x T2 91— 40033021 ),

yi=—00114561,

y=+0.021565 1,

—

Existe todavia otro método para obtener estas mismas ordenadas. Resulta de apli-
car directamente la frmula (16)

X

Ty

M, =M, +(M,—M,)

(x en esta férmula es la seccion a de las tablas)
Obtenidas las ordenadas de M, i M, (ya se ha esplicado comc), la férmula prece-
dente nos da las que buscamoes. En efecto, para a=x=0.401, i P colocado en 0.60 del

tercer tramo se tiene:

M, = +0.087606 I,

M, = —0.022463 |,

M,—M,=+0110068 I

(M, = M,)—— = +0.0440276 1,
2

M, = — 0022463,
M, +(M, = M, )= y =+ 0.021565 ],
2 —_—

Es mas cémodo quizd calcular aplicando el primer méiodo i asi se han obtenido los.

valores que se consignan a continuacion:

Seccion a=0.401,

P en el tercer tramo

Absisa de la fuerza P Ordenada de la linea de influeucia
x =0.101, y =+0010976 1,
=0201, = 400138485 |,
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Absisa de la fuerza P Ordenada de la linea de inflnencia
=0.301, = 400229131,
=0401, = 4 0.024683 1,
=U.42265 1, = +0.024704), mdximo
=0.501, =+0.023867 1,
=0.601, = +0.011565 I
=0501, =+0.017521 1,
=0801, = +0.0123231,
=901, = +00083531,

En forma andloga pueden obtenerse todas las ordenadas de lineas de influencia para-
viga de 4 0 mas tramos continnos.

RécuLo Ancuita G.

( Continuard).
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